Конспект лекционных занятий
Тема лекции 1.  Анализ и синтез строения механизмов
1.1.Основные понятия и определения

Механизмом называется связанная система тел, предназначенная для передачи и преобразования механического движения. В классическом понятии механизмы представляют взаимосвязанные твердые тела, в которых имеется  ограниченное количество тел (называемых входными звеньями) сообщающих движения всем другим телам механизма. В качестве примера механизма можно указать на кривошипно-ползунный механизм, который является неотъемлемой частью большинства двигателей внутреннего сгорания. В последнее время с появлением роботов и других управляемых машин в отдельный класс выделились многоподвижные управляемые механизмы. Типичным примером многоподвижных управляемых механизмов являются исполнительные механизмы роботов – манипуляторы. Особенностью этих механизмов является то, что положение каждого из подвижных тел системы изменяется с помощью управляемого привода. Именно эти особенности требуют применения к многоподвижным управляемым механизмам методов анализа и синтеза, отличных от тех, которые изучаются в классических учебниках по курсу «Теории механизмов и машин».

По этой причине здесь  излагаются методы  механики, применимые как к обычным механизмам, так и к многоподвижным управляемым механизмам.

В качестве примера многоподвижных управляемых механизмов в большинстве случаев рассматриваются манипуляторы. В функциональном отношении манипуляторы тоже являются механизмами.  Поэтому в дальнейшем под механизмами будут подразумеваться  как обычные механизмы, так и управляемые механизмы. В тех же случаях, когда есть в этом  необходимость, будет подчеркиваться, что излагаемый материал относится к  обычным или к управляемым механизмам.

Механизмы входят в состав машин, приборов и  мехатронных обьектов. 

Мехатронные обьекты (МО) – это система, в которой для выполнения функции взаимодействия и влияния на внешнюю среду, обьединены различные механизмы и машины, средства измерения и обработки информации и система управления. К мехатронным обьектам относятся   мехатронные системы и мехатронные модули. Причем мехатронными модулями являются мехатронные обьекты, выполняющие движения, как правило, по одной управляемой координате. В качестве мехатронного модуля можно рассматривать управляемый машинный агрегат. Из мехатронных модулей компонуются более сложные мехатронные устройства (МУ) и системы (МС).

Машиной или машинным агрегатом называются системы, предназначенные для осуществления механических движений и силовых воздействий, необходимых для выполнения рабочих процессов. Особенностью машин или машинных агрегатов является то, что в их состав входят двигатели, преобразующие другие виды энергии в механическую Двигатели являются той йункциональной частью машины, в которых непосредственно происходят физико-химические процессы, связанные с преобразованием движения. В приборах, роботах наибольшее распространение получили электрические, гидравлические и пневматические двигатели. Система, составленная из двигателя, передаточного механизма называется приводом. Управляемые приводы дополнительно имеют систему управления, информационно-измерительную систему. Если все составные элементы управляемого привода интегрированы в едином пространстве, то такие приводы относятся к мехатронным модулям движения. 

В зависимости от назначения различают следующие машины: 

· технологические (металлорежущие, кузнечно-прессовые  станки,        промышленные роботы и др.);

· транспортные (автомобили, тракторы, подъемные краны, мобильные роботы и т.д.);

· энергетические для преобразования любого вида энергии в механическую энергию (двигатели внутреннего сгорания, турбины и т.д.);

· информационные, обеспечивающие выполнение механических движений, необходимых для передачи, хранения и преобразования информации (приборы, принтеры, дисководы компьютеров, сканеры и т.д.).

Приборами называют автономные изделия выполняющие функции измерения, контроля, регулирования, управления и др. В состав приборов входят чувствительные элементы, передаточные механизмы , средства отображения информации, исполнительные механизмы (для управления).

Современные машины и приборы, как правило, оснащаются средствами электроники таким образом, что они превращаются в МС или МО или же машины содержат в своем составе МО. Например, беспилотный самолет представляет МО. В то время как обычный самолет, управляемый пилотом имеет систему автоматической навигации и управления и множество других систем,  которые представляют отдельные МО. В автомобилях имеется система автоматического впрыска, система автоматического регулирования зажигания и др., которые являются МО. В мехатронных обьектах информация о цели управления, поступающая с верхнего уровня, преобразуется в  целенаправленное механическое движение рабочего органа или других частей механической системы или прибора. 

Изучение МО, как сложной системы в данной книге начинается с анализа и синтеза его неотъемлемой составной части – механизма. 

1.2.Задачи анализа строения механизмов

Тела в механизме, участвующие в передаче и преобразовании движения, называются звеньями. В зависимости от рассматриваемой модели механизма, звенья рассматриваются как абсолютно твердые или упругие тела. Звенья могут состоять из нескольких деталей. Неподвижные звенья называются стойками. Различают звенья входные и выходные, ведущие и ведомые.Если звену приписывается одно или несколько обобщенных координат определяющих положение всех других звеньев механизма, то такое звено называют начальным.
Следует отметить, что в настоящей книге вместо общепринятых понятий «структура механизма» и «структурная схема механизма» применяется соответственно понятие «строение механизма» и «схема строения механизма». Это связано с тем, что в Теории автоматического управления, Теории приводов под понятием «структурная схема» подразумевается абстрактное изображение, отображающее взаимосвязи явлений отличных от тех, которые вкладываются в этот термин в Теории механизмов и машин. В последнее время в некоторых учебниках по Теории механизмов и машин вместо термина «структура»  все чаще используется термин «строение».    

Основными задачами анализа строения механизмов, являются классификация кинематических пар, описание строения механизма, определение подвижности, а также классификация механизмов в целом.  Анализ строения механизмов имеет большое значение для решения задач синтеза и определяет приемы дальнейшего кинематического и динамического анализа и синтеза.

1.3. Классификация кинематических пар

Звенья механизма образуют между собой соединения,  допускающие их относительные движения друг относительно друга. Подвижное соединение двух звеньев называется кинематической парой (КП) или сочленением. Кинематические пары делятся на низшие и высшие. Низшими называются КП, в которых звенья соприкасаются друг с другом по поверхности. В отличии от этого, в высших КП звенья соприкасаются по линии или в точках.

Известно, что свободное тело может совершать в пространстве шесть независимых движений. Если же два тела образуют соединение, то они накладывают на свои движения друг относительно друга ограничения, называемые связями. Относительные движения звеньев образующих КП зависит от числа (sr) и характера связей. Принято КП классифицировать по числу степеней свободы Wr в относительном движении звеньев образующих КП. (Индекс r обозначает, что величина с индексом является параметром относительного движения). Естественно, всегда (в случае двухсторонних голономных связей) выполняется соотношение

                                Wr + sr = 6.                                                              (1.1)
В зависимости от Wr , кинематические пары подразделяются на одно-, двух-, трех-, четырех-, пятиподвижные КП. Иногда в литературе параллельно применяется и другая классификация кинематических пар, основанная на числе связей. При этом класс кинематической пары равен равен числу связей в КП.
 Таблица 1.1.

                 Условные изображения для кинематических пар
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Так, например, одноподвижная кинематическая пара в то же время является кинематической парой пятого класса, что соответствует условию (1.1). В качестве примера в табл. 1.1.  показаны наиболее встречающиеся в механизмах КП. При этом приведены рисунки низших КП с их условными изображениями на плоских и пространственных схемах строения механизмов. 
В обычных механизмах положение звеньев образующих КП зависит от положения начального звена. В отличии от этого в манипуляторах рассматриваются КП, в которых относительное положение звеньев изменяется с помощью приводов ( встроенных или расположенных на основании). Такие КП в дальнейшем будут называться приводными КП.

1.4. Кинематическая цепь. Классификация механизмов

Совокупность звеньев, связанных посредством кинематических пар, называют кинематической цепью (КЦ). КЦ подразделяются на замкнутые и незамкнутые. Замкнутой называется КЦ, каждое звено которой входит по крайней мере в две кинематические пары. В таких КЦ имеется один и более изменяемых замкнутых контуров.
Контуром принято называть замкнутую кинематическую цепь, обладающую следующими свойствами: 

1) каждое из звеньев этой цепи образует КП с двумя другими ее звеньями;

2) контур не должен получаться путем объединения двух других контуров, обладающих свойством 1;

3) число независимых контуров (k) в КЦ определяется по топологической формуле Эйлера 

                          k= p-n +1,                                                              (1.2) 

где p,n – число, соответственно кинематических пар и звеньев КЦ.

Смешанная кинематическая цепь состоит из совокупности замкнутых и незамкнутых кинематических цепей. 

Кинематическая схема механизма образуется из КЦ, если одно или несколько звеньев принять за стойку.

В зависимости от вида  траектории движения точек звеньев механизмы можно разделить на обьемные и поверхностные. К поверхностным относятся следующие механизмы: плоские, сферические, цилиндрические.  Траектории точек звеньев плоских механизмов располагаются в плоскости или параллельных плоскостях.  В случае сферического или цилиндрического механизма траектории точек располагаются соответственно на поверхностях сфер (концентрических сфер) или цилиндра (коаксильных цилиндров). Наибольшее распространение в практике из-за простоты методов анализа и синтеза получили плоские механизмы. Исполнительные механизмы роботов относятся к обьемным механизмам. В случае обьемных механизмов множество положений точек звеньев могут занимать некоторый обьем в пространстве. Например, некоторая часть пространства, представляющая множество положений точек рабочего органа манипулятора, называется зоной обслуживания. В общем случае все механизмы являются пространственными обьемными механизмами и их звенья движутся в пространстве. Плоские механизмы представляют некоторую идеализацию, которая принимается, чтобы  решить поставленную задачу с некоторыми допущениями. Исполнительными механизмами роботов и других мехатронных устройств являются управляемые многоподвижные механизмы, в состав которых  входят приводные кинематические пары. Относительные движения звеньев, образующих приводные кинематические пары, выполняются с помощью управляемого привода. Если, например,  в одноподвижной приводной кинематической паре привод не осуществляет заданные относительные движения звеньев, то приводная кинематическая пара перестает быть одноподвижной кинематической парой, а звенья, образующие кинематическую пару, становятся единым звеном. По этой причине управляемые многоподвижные  механизмы, в зависимости от управляющих сигналов на входе привода могут иметь в  разные моменты времени различное число  подвижных звеньев и кинематических пар.

1.5. Схемы строения механизмов

Для решения тех или иных задач при исследовании и проектировании механизмов применяют методы аналитического, физического и имитационного моделирования. Моделирование представляет переход от реального обьекта к его модели. Этот переход связан с идеализацией обьекта, абстрагированием от его частных особенностей и выделением тех свойств, которые представляются наиболее существенными для решения поставленной задачи. Теоретической основой моделирования является Теория подобия. Так, например, при анализе и синтезе механизмов используется условный чертеж - физическая модель механизма, называемая схемой строения механизма или, если учитываются геометрические размеры звеньев, - кинематической  схемой механизма. 
При физическом моделировании, т.е. при построении схемы строения  механизма обычно отвлекаются от действительных особенностей звеньев и учитывают лишь те его параметры (формы), которые оказывают влияние на передачу движения.

На рис.2 показан в разрезе двигатель внутреннего сгорания, а рядом приведены: на рис.2,а схема строения механизма газораспределения, состоящего из кулачка-7, коромысла-5 и клапана -6; на рис.2,б схема строения плоского кривошипно-ползунного механизма, состоящего из кривошипа-1, шатуна-2, ползуна (поршня)-3. 


[image: image2.wmf]1

2

7

6

5

7

3

2

1

А

В

С

С

В

А

а)

б)


Рис.1. Схема строения механизмов ДВС

Промышленный робот (рис.3) имеет многоподвижный манипулятор из трёх подвижных звеньев, исключая подвижность рабочего органа – схвата (звенья 4-6). На рис.3,а показана пространственная схема строения этого манипулятора. 

Следует отметить, что от правильности построения физической модели строения механизма во многом  зависит успешное решение в дальнейшем поставленных задач по анализу и синтезу механизмов. Поэтому важным является приобретение навыков в построении схем строения различных механизмов.

1.6.Число степеней свободы механизма. Структурные формулы

В механике машин принято называть число обобщенных координат, однозначно определяющих положение звеньев, числом степеней свободы или подвижностью механизмов, не различая эти понятия. Однако применительно к многоподвижным управляемым механизмам, число степеней свободы и число степеней подвижности в общем случае не совпадают.  Действительно, как известно,  свободное тело имеет шесть степеней свободы. Поэтому рабочий орган манипулятора или любое его звено не может иметь число степеней свободы более шести. В то же время число степеней  подвижности манипулятора, в целях обеспечения обхода препятствия или увеличения рабочей зоны и т. д., может быть принято каким угодно большим. Например, телескопическую антенну можно представить как кинематическую цепь, состоящую из последовательно соединенных звеньев,  образующих поступательные (призматические) пары и движущихся по одной направляющей. 
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Рис.2.Промышленный робот и схема строения его манипулятора

В этом случае наконечник антенны так же, как и любое его звено, имеет одну степень свободы. В то же время число степеней подвижности антенны, исходя из условия обеспечения требуемой длины, может быть любым целым числом, большим единицы. В связи с этим в дальнейшем принято, что числом степеней свободы является число независимых параметров, определяющих положение рассматриваемого звена (тела) относительно инерциальной (условно неподвижной) системы отсчета. Числом степеней подвижности называется максимальное число независимых возможных перемещений, определяющих положение рабочего органа управляемого многоподвижного механизма, без учета собственных подвижностей  рабочего органа.

Для определения числа степеней подвижности механизмов используются структурные формулы. В общем случае число степеней подвижности W определяется по формуле 
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где n- число подвижных звеньев; S – суммарное число связей, накладываемых КП на относительные движения звеньев. При выводе формулы (1.3) предполагают, что каждое звено, на которое не наложены связи, имеет 6 степеней свободы относительно другого звена. Число обобщенных координат, определяющих положение системы из n звеньев, равно 6n.

Если звенья образуют соединения, то тем самым они налагают на свои относительные движения связи, уменьшая число обобщенных координат на число связей, общее число которых равно S.
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где
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Из (1.3) и (1.4) следует структурная формула Сомова - Малышева в  виде
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Рассуждениями, подобными приведенным устанавливается следующая структурная формула для плоских механизмов:
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Формула (1.6) называется структурной формулой Чебышева. При выводе формулы (1.6) учитывалось, что в плоскости друг относительно друга тела имеют 3 степени свободы.

Для манипуляторов с незамкнутыми кинематическими цепями число степеней подвижности можно определить по числу приводных кинематических пар, по следующей формуле
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Однако структурные формулы (1.5) и (1.6) действительны только при выполнении определенных условий. Например, обязательным условием является то, что оси вращательных пар в механизме должны быть параллельны между собой, а направляющие поступательных кинематических пар должны быть перпендикулярны осям вращения. В реальных механизмах этого добиться чрезвычайно сложно. Поэтому можно считать, что структурные формулы применимы для абстрактных, идеализированных механизмов. 

Следует принять во внимание, что при выводе структурных формул и определении числа степеней подвижности чисто из логических соображений от общего числа подвижности отнималось число связей. Фактически в обычных механизмах и замкнутых манипуляторах могут быть повторяющиеся связи. В механике машин повторяющиеся связи называют избыточными связями. Появление избыточных связей объясняется тем, что связи, наложенные на звенья, могут быть зависимыми между собой. Избыточные связи должны учитываться при определении числа степеней подвижности. Кроме того, на число степеней подвижности влияет и то обстоятельство, что некоторые подвижности могут быть зависимыми между собой. 

Поэтому для более детального анализа строения механизма необходимы другие приемы моделирования его строения и определения числа степеней подвижности. 

При анализе и синтезе строения механизмов в большинстве случаев не учитываются  метрические размеры, следовательно, наиболее эффективным для решения подобных задач является аппарат топологии. 

Например, симплициальный метод позволяет построить топологическую модель механизма и решать задачи анализа и синтеза строения механизмов. При этом построение симплициальных комплексов для кинематических пар базируется на знании кинематических параметров характеризующих положение друг относительно друга звеньев, образующих кинематические пары.
1.7. Анализ строения манипуляторов

Существующее в данное время многообразие схем строения исполнительных механизмов роботов-манипуляторов объясняется как различием в назначениях роботов, многогранностью технических, эксплуатационных и других требований, так и различным (в большинстве случаев интуитивным) подходом к анализу и синтезу их строения. Поэтому необходима систематизация  схем строения манипуляторов.

 Систематизация строения манипуляторов может  производиться по их функциональным возможностям, если принять, что основу любого манипулятора составляют стержневые функциональные группы (СФГ). Такое представление позволяет произвести сравнение СФГ по функциональным возможностям и  может быть использовано для синтеза строения, а также при кинематическом и динамическом анализе.

Для анализа строения манипулятора по функциональным возможностям исходят из следующего требования: некоторая точка М схвата в любом положении должна иметь такую подвижность, которая обеспечит переход этой точки из данного положения в любое последующее. Причем манипулятор, удовлетворяющий указанному требованию, считается составленным из твердых недеформируемых тел, образующих только вращательные и поступательные пары. 

Указанные манипулятоpы имеют нулевую маневренность. Кинематическая цепь таких манипулятоpов названа стеpжневой функциональной гpуппой. 

Таким обpазом, стеpжневой функциональной гpуппой называется кинематическая цепь из трёх звеньев и одноподвижных кинематических  паp, обеспечивающая любое заданное движение точки схвата, обладающая нулевой маневренностью пpи использовании пpинципа отвердевания и нулевой подвижности внешних соединений. 

Сpавнение схем строения манипулятоpов в pоботах отечественной и зарубежной конструкций показывает, что в основе их конструкций лежат определенные СФГ. Разные варианты схем строения манипулятоpов представляют комбинации из СФГ или содержат несколько дополнительных звеньев и кинематических паp, присоединенных к базовой СФГ для обеспечения требуемой маневренности. 

 Анализ строения СФГ показывает, что заданное движение точки схвата может быть получено лишь пpи некотором сочетании, определенной последовательности и ориентации поступательных пар, их направляющих, и вращательных пар, а также  их осей, которые можно сформулировать в виде определенных правил.

  Схемы строения СФГ и пpавила постpоения каждой из них пpиведены в таблице 1.2.

 При этом основными являются СФГ составленные из сочетаний кинематических пар ППП, ВПП, ВВП, для которых однозначно решаются прямая и обратная задача кинематики.

Таблица 1.2
Схемы строения и правило формирования СФГ

	№

СФГ
	Схемы строения

СФГ
	Правила построения СФГ

	 1

ППП
	
[image: image12.wmf]
	Векторы скоростей в поступательном движении - некомпланарные векторы

	2

ВПП
	
[image: image13.wmf]
	Один из векторов скорости в поступательном движении коллинеарен с вектором угловой скорости вращения, а другой перпендикулярен.

	3

ВВП
	
[image: image14.wmf]
	Вектор скорости в поступательной КП образует с неколлинеарными векторами угловой скорости некомпланарную систему векторов.

	4

ПВВ
	
[image: image15.wmf]
	Векторы угловых скоростей и вектор скоростей в поступательном движении - коллинеарные векторы

	5

ВВВ
	
[image: image16.wmf]
	Векторы угловых скоростей - некомпланарные векторы, причем два вектора угловой скорости коллинеарны.

	6

ПВП
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	Векторы угловой скорости и скоростей в поступательных КП - компланарные векторы. Один из векторов поступательной скорости совпадает с вектором угловой скорости.


1.8. Синтез одноконтурных многоподвижных манипуляторов

Чтобы переместить, например, рабочий орган робота,  необходимо вначале переместить некоторую ось рабочего органа (при этом ось должна иметь степень свободы W=5), а затем повернуть тело вокруг этой оси (движение ротации с одной степенью свободы W=1). В результате рабочий орган робота будет иметь возможность перемещаться как свободное тело с шестью степенями свободы.

      На этом принципе анализа свободного движения основан синтез строения одноконтурных многоподвижных манипуляторов (ОММ) с W=6. Для синтеза структурных схем используются СФГ. Задача синтеза структурной схемы многоподвижного механизма решается как задача построения структурной схемы манипулятора, в котором рабочий орган (схват) имеет шесть степеней свободы и может вращаться вокруг оси ротации схвата. 

Из данных  анализа свободного движения тела с помощью топологических пространств,  следует, что необходимо обеспечить перенос и пространственную ориентацию прямой (оси ротации схвата).

 Эти движения можно реализовать путем совмещения двух точек этой прямой с заданными точками пространства. Следовательно, для перемещения в пространстве тела с шестью степенями свободы достаточно переместить  две произвольно выбранные точки тела и повернуть тело вокруг оси, проходящей через эти точки.  

Строение механизма, предназначенного для того, чтобы осуществить эти перемещения, можно функционально расчленить на три составные части: на два механизма переноса двух точек перемещаемого тела и на механизм вращения вокруг оси. По функциональным требованиям механизм переноса должен обеспечить перемещение в рабочем объеме заданной  точки с тремя степенями свободы. Этот механизм должен иметь не менее трех степеней подвижности. 

Имеется множество механизмов с  кинематическими цепями, удовлетворяющими этому требованию. Однако если кинематические цепи составлены из вращательных (В) и поступательных (П) кинематических пар, то наиболее распространены 6 сочетаний из трех кинематических пар: ППП, ВПП, ВВП, ПВВ, ВВВ, ВПВ (табл.1.2). В кинематических цепях, образованных из перечисленных сочетаний должна обеспечиваться определенная взаимная ориентация осей вращательных и направляющих поступательных пар. Дополнительными требованиями к трехподвижным кинематическим цепям являются отсутствие пустых (недостижимых) областей в зоне обслуживания, а также возможность решения прямой и обратной задач кинематики. 

Из функциональных свойств, полученных СФГ, следует, что управлять движением в пространстве каждой точки может любой из полученных СФГ. Таким образом, поставленная задача синтеза ОММ может быть решена манипулятором механизма переноса, содержащим структурные схемы двух СФГ. Механизм вращения тела вокруг оси не должен накладывать избыточные связи на переносные с помощью СФГ движения двух точек тела. В дальнейшем данный механизм условно назван соединительным звеном (CЗ). Исходя из своего назначения, соединительное  звено (рис.3) должно иметь  трехподвижный шарнир 1(сферическую пару) с одной стороны и двухподвижный шарнир 4 (сферическую пару с пальцем ) с другой. Конструктивно CЗ выполняется переменной длины из звеньев 2 и 3, образующих поступательную кинематическую пару, или же может иметь постоянную длину между центрами шарниров, если убрать кинематическую пару 2-3. Здесь  под центрами шарниров имеются в виду точки пересечения осей трех шарниров 1 и двух  шарниров 4. Выходное звено (схват) 5 с ориентируемым телом имеет возможность ротации с помощью привода 6. Таким образом, соединительное звено функционально обеспечивает вращение выходного звена вокруг оси, имеющей заданную ориентацию и соединяет  выходные звенья 7  и 8 двух СФГ. Следует отметить, что в CЗ выходное звено 5 конструктивно может располагаться также и между центрами шарниров. 


[image: image18.wmf]                                                  

Рис. 3  Соединительное звено

 Чтобы переместить и ориентировать заданным образом в пространстве выходное звено исполнительного механизма робота, достаточно перенести центры шарниров СЗ с помощью СФГ и повернуть выходное звено относительно оси СЗ. 

Указанные движения можно получить различным способом: соединив между собой две СФГ и CЗ параллельно, как показано на обобщенной схеме (рис. 4,а) или  последовательно – параллельно (рис.4,б). В результате предлагаемого взаимного соединения составных частей исполнительного механизма робота получаются управляемые механизмы соответственно с параллельной структурой (рис.5) и гибридных манипуляторов со смешанной (рис.6) структурой (схемой строения). 


[image: image19.wmf]
Рис. 4. Обобщенная схема для синтеза манипуляторов
      Семиподвижный манипулятор с замкнутой кинематической цепью. показанный на рис.5, представляет типичный пример одноконтурного многоподвижного манипулятора (ОММ). Данный манипулятор образован из двух СФГ-1 по схеме взаимосоединения (рис.4,а). Соединительное звено 7 в точке А образует трехподвижное соединение с последним звеном СФГ, составленной из звеньев 1,2,3. С другой стороны, соединительное звено 7 образует сферическую с пальцем кинематическую пару с последним звеном второй СФГ-1, составленной из звеньев 4,5,6. СЗ накладывает одну связь AB=Const. Таким образом, рабочий орган 8 манипулятора имеет 6 степеней свободы, включая движение ротации с помощью кинематической пары 7-8. Через С обозначена характерная точка рабочего органа. 

       Строение гибридного манипулятора образуется по схеме смешанного соединения (рис.4,б). В этом случае к последнему звену 3 первой СФГ из звеньев 1,2,3 (рис.6) в точке А с помощью трехподвижной шаровой кинематической пары присоединено звено 7. К этому же звену 3 с другой стороны соединяется первое звено 4 второй СФГ, образованной из звеньев 4,5.6. Своим выходным звеном 6 вторая СФГ образует двух подвижное шаровое соединение в точке В с соединительным звеном. Соединительное звено, несущее рабочий орган 8 с характеристической точкой С, имеет переменную длину за счет призматического соединения. Длина соединительного звена изменяется при изменении положения звеньев 3 и 6 СФГ. Соединительное звено имеет 5 степеней свободы. Поэтому рабочий орган 8 манипулятора имеет 6 степеней свободы, т.к. дополнительную степень свободы предоставляет ротация в кинематической паре 7-8. 

В традиционно известных исполнительных механизмах роботов с последовательным соединением звеньев обычно первая СФГ осуществляет переносное, а вторая СФГ - ориентирующее движение схвата. 
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В настоящей работе для синтеза строения различных управляемых исполнительных механизмов используется обобщенная схема образования механизмов с замкнутой кинематической цепью, которая получается при параллельном соединении СФГ согласно обобщенной схеме, приведенной на рис.18,а. Основанием выбора этой схемы взаимного соединения СФГ и СЗ  является то, ОММ имеют существенные преимущества по сравнению с механизмами с незамкнутой кинематической цепью. 

Рис.5.Одноконтурный многоподвижный манипулятор
[image: image505.wmf]Известно, что последовательное соединение модулей обладает меньшей жесткостью по сравнению с параллельным соединением модулей, а параллельные структуры имеют лучшие характеристики по точности позиционирования,  большую грузоподьемность при высоких параметрах жесткости и скорости перемещения рабочего органа. 
Рис.6. Манипулятор со смешанной структурой

Гибридные манипуляторы  со смешанной структурой, образованные по схеме рис.4,б, могут представлять интерес в некоторых частных случаях. Этим манипуляторам свойственны многие недостатки, присущие механизмам с незамкнутой кинематической цепью. 

При параллельном соединении по схеме рис. 4,а в качестве составных механизмов могут быть выбраны любые из приведенных выше СФГ или подобные им механизмы со скрещивающимися или пересекающимися осями.

Основная литература:  [1] стр. 38-66; [2] стр. 5-17, 44-47, 52-56 

Дополнительная литература: [9] стр.21-66.
Контрольные вопросы: 

1. Понятие кинематических пар и виды кинематических пар;
2. Задачи анализа строения механизмов;

3. Формулы для определения степени подвижности;
4. Понятие маневренности, вычисление маневренности;  

5. Как образуются механизмы из кинематических цепей;.
6.Понятие стержневой функциональной группы (СФГ);.
7. Как образуются различные кинематические схемы манипуляторов с помощью СФГ;

           8.Произведите синтез манипулятора с замкнутой кинематической цепью;

Тема лекции 2: Методы кинематического описания взаимного положения тел в пространстве
2.1. Задачи кинематического анализа

Из курса Теоретической механики известно, что в кинематике движение изучается без учета сил, вызывающих и сопровождающих это движение.  При кинематическом анализе механизмов в основном решают следующие задачи:

· определить линейные и угловые перемещения звеньев и траектории различных точек;

· определить скорости отдельных точек и угловые скорости звеньев;
· определить ускорения отдельных точек и угловые ускорения звеньев.

При традиционном подходе в механике машин исходными данными,  обычно, являются кинематические параметры  входных звеньев относительно стоек и, реже,  относительные движения одних звеньев по отношению к другим.

Что касается кинематики манипуляторов, то здесь существует ряд особенностей. Так, например, в кинематике манипуляторов различают прямую и обратную задачу кинематики. 

Прямая задача кинематики заключается в том, что при кинематическом анализе известными являются обобщенные координаты манипулятора, а определяются кинематические параметры выходного звена (рабочего органа). Под обобщенными координатами понимаются независимые величины однозначно определяющие положения звеньев манипулятора. Например, если два звена манипулятора соединены посредством приводной кинематической пары вращательного движения, то угол поворота одного звена относительно другого будет  обобщенной координатой этого подвижного звена и одной из обобщенных координат манипулятора.

Обратная задача кинематики состоит в определении кинематических параметров звеньев, а также обобщенных координат манипулятора при заданных кинематических характеристиках выходного звена (рабочего органа). 
В кинематике манипуляторов также решаются задачи определения кинематических погрешностей позиционирования, построения зон обслуживания. Причем рабочим обьемом или зоной обслуживания манипулятора называется геометрическое место положений рабочего органа при всевозможных значениях обобщенных координат.

2.2. Функции положения. Аналоги скоростей и ускорений

Функцией положения механизма называется функция, устанавливающая зависимость положения выходного звена (выходных звеньев) от обобщенной  координаты (обобщенных координат) механизма. Число обобщенных координат механизма равно числу степеней подвижности механизма (W).
Другими кинематическими параметрами, зависящими от обобщенных координат, являются аналоги скоростей, называемые первой передаточной функцией и аналоги ускорении, называемые второй передаточной функцией.

Пусть положение  некоторого звена i зависит от qk обобщенных координат, тогда выражение вида  =f(qk), (k=1,…W) является функцией положения. Например,  для рабочего органа манипулятора функциональные зависимости, определяющие координаты некоторой точки (С) и углы Эйлера ориентации относительно инерциальной системы отсчета, представляют функции положения рабочего органа и имеют вид 
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Примеры  передаточных функций покажем для  механизмов с одной степенью подвижности, т.к. для таких механизмов они имеют простой вид.

Первая передаточная функция i- го звена равна 
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Вторая передаточная функция i- го звена равна 
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Следует отметить, что функции положения, первая и вторая передаточная функции являются геометрическими величинами, не зависящими от времени. Кинематические параметры звеньев легко устанавливаются, если эти величины определены и установлен закон изменения обобщенной координаты. Ясно, что закон изменения обобщенной координаты устанавливается в основном по результатам решения задач динамики механизма, а для манипуляторов - после определения закона движения выходного вала привода с учетом характеристик двигателя и передаточных механизмов.

При определении положений звеньев механизма или манипулятора бывают случаи, когда одному положению выходного звена соответствует несколько положений других звеньев. В таких случаях говорят о различных вариантах сборки механизма. Наличие нескольких вариантов сборки ведет к неоднозначности решения, например, обратной задачи кинематики. В дальнейшем будет показано, что при решении систем уравнений, определяющих функцию положения, будет несколько корней уравнений, что свидетельствует о различных вариантах сборки.

Определяющим при решении задач кинематики является выбор инструмента для решения. По этой причине ниже дается аналитический аппарат для описания механических систем. Выбор аналитического аппарата связан с его универсальностью и возможностью реализации громоздких вычислений с помощью современных компьютеров.

    2.3. Постановка задачи математического моделирования в кинематике

В настоящее время имеется множество исполнительных механизмов роботов (манипуляторов) с цепной, параллельной, гибридной структурой. Указанные, а также всевозможные пространственные механизмы являются разновидностями пространственной механической системы. Однако при решении одних и тех же задач механики или управления методы математического описания, применяемые для одних систем, в большинстве случаев оказываются неприемлемыми для других разновидностей механической системы. Это связано с тем, что математическое описание механических систем в каждом конкретном случае определяется в основном интересами исследователя, и до настоящего времени нет методов аналитического описания, приемлемых для любых механических систем. Здесь, как и выше, под механической системой понимается совокупность взаимосвязанных твердых тел, допускающих любые относительные движения друг относительно друга.

 Наличие универсальной  математической модели для таких взаимосвязанных тел является необходимым условием создания единого метода математического описания, приемлемого для всех механических систем. В настоящее время предложены некоторые  математические модели для описания с единых позиций строения различных механизмов

Наибольшее применение в работах по исследованию механизмов вообще и кинематики механизмов и манипуляторов в частности получили аналитические методы исследования. 

Для исследования кинематики пространственных многозвенных механизмов, манипуляторов методы аналитического исследования механизмов с применением аппарата матриц явились самыми распространенными и удобными, в плане применения компьютерного вычисления. Эти методы имеют большие возможности для реализации поставленных задач и резервы для дальнейшего совершенствования.

 Существенное значение в аналитических методах исследования с помощью матриц преобразования имеют способы выбора систем координат по отношению  друг к другу и по отношению к связанным телам. 

Эти способы должны отвечать целому ряду  требований, а именно, должны обеспечить автоматизацию процесса получения матриц преобразования и вычисления требуемых параметров преобразования. 

Выбор систем координат не должен допускать получения громоздких аналитических выкладок и сложных конечных выражений. 

Выбор систем координат, а, следовательно, и матриц преобразования систем координат должен отвечать требованию универсальности. 

Во-первых, матрицы преобразования должны быть применимы для наиболее широкого спектра механизмов.

Во-вторых, эти матрицы  должны быть удобными для решения и других задач механики, кроме задач кинематики. 

В дальнейшем применяются матрицы однородного преобразования (А) размера (4х4). Заметим, что однородные векторы имеют одинаковое направление, но различаются составляющими и их величинами. При переходе от одной системы координат к другой системе координат эти матрицы позволяют описать перенос, вращение, растяжение (масштабирование) и перспективную проекцию векторов, точек, тел. Матрица однородного преобразования состоит из матрицы поворота R (направляющих косинусов) размера (3х3), вектора переноса р размера (3х1), вектора перспективной проекции f размера (1х3) и вектора масштабирования размера w размера (1х1). При переходе от записи в системе i к записи в системе i-1 производится преобразование систем координат.

В блочном виде матрица 
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Если подставить компоненты  составных матриц, то матрица однородного преобразования имеет вид 
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Здесь вектор 
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задает начало i-1 системы в I системе координат.

Матрица поворота имеет вид
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где элементы каждой строки представляют компоненты проекции каждого орта i- системы на оси системы i – 1, а элементы каждого столбца  представляют компоненты проекции каждого орта системы i – 1 на оси i – системы координат. 

Таким образом,  матрица однородного преобразования позволяет одновременно описать операции поворота и переноса системы координат. С другой стороны, метод однородного преобразования дает возможность аналитического описания с помощью матриц.

Указанные преимущества однородного описания явились причиной широкого распространения в механике манипуляторов метода Денавита –Хартенберга.

     2.4. Специальный выбор систем координат и однородное преобразование систем координат методом Денавит-Хартенберга
 Метод Денавит-Хартенберга (Д-Х представление) широко используется  для аналитического описания кинематики большинства исполнительных механизмов роботов. Во многих известных манипуляторах оси вращательных и направляющие поступательных кинематических пар, как правило, параллельны или взаимно перпендикулярны. Именно для таких случаев ориентации осей и направляющих, Д-Х представление дает преимущества в применении  по сравнению с другими методами. Согласно методу Денавит-Хартенберга, ортогональная система координат для кинематических пар, составленных из звеньев i и i-1, выбирается следующим образом: ось координат Zi-1 направляется вдоль оси вращения для вращательной кинематической пары или по направляющей для поступательной пары (рис.7). Начало координат системы OiXiYiZi, жестко связанной со звеном, лежит на пересечении перпендикуляра к осям Zi и Zi-1 и оси Zi, либо в точках пересечения осей Zi и Zi-1, либо в любой точке оси кинематической пары из звеньев i, i-1, если оси Zi и Zi-1 совпадают или параллельны друг к другу. 

Начало системы координат, связанной со стойкой, может лежать в любой точке оси или направляющей кинематической пары, образованной каким-либо звеном со стойкой. Ось Xi направлена перпендикулярно осям Zi и Zi-1 в соответствии с соотношением 
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, либо вдоль общей нормали к осям Zi и Zi-1, если они параллельны. Причем направление оси Xi в общем случае выбирается вдоль перпендикуляра к осям Zi и Zi-1 и от точки пересечения этого перпендикуляра с осью Zi-1. Если оси Zi , Zi-1 лежат в одной плоскости и пересекаются или совпадают, то ось Xi направляется перпендикулярно этой плоскости. Ось X0  направляется в сторону рабочего органа. Ось Yi направляется так, чтобы образовать правостороннюю систему координат. Выбор системы координат OnXnYnZn, связанной с захватным устройством (последним звеном манипулятора), не подчиняется общему правилу и обычно выбирается с началом в точке, называемой центром схвата или характеристической точке рабочего органа с произвольной ориентацией осей. 

·   Кратчайшее расстояние между осями Zi   и   Zi-1, отсчитываемое вдоль оси  Xi , обозначено как ai   и имеет смысл длины i-го звена. 
·   Расстояние, измеряемое  по направлению оси Zi-1, между началами i и

 i-1 систем координат называется звенным  расстоянием si .
·   Ориентация оси  Xi относительно оси Xi-1 обозначается (i и является компонентой вектора углов в сочленениях. 

·    Ориентация Zi и Zi-1 относительно друг друга называется компонентой   вектора углов скручивания 

i. 

По Д-Х представлению, указанные четыре переменные: ai,si,(i,

i - полностью характеризуют положение i- звена относительно i-1-го звена.

Если система координат, связанная с каждым звеном, введена по представлению Денавит-Хартенберга, то легко получить матрицу однородного преобразования в виде квадратной матрицы 4х4. В геометрическом смысле однородная матрица преобразования определяет положение i-ой системы координат, связанной с i -м звеном, относительно i-1 системы координат, связанной с i-1-м звеном. Полное однородное преобразование, которое описывается матрицей однородного преобразования, может быть получено как композиция элементарных движений - вращений и сдвигов.

Следовательно, матрица однородного преобразования может быть получена как произведение матриц элементарных движений систем координат до их совпадения. Чтобы получить матрицы однородного преобразования элементарных движений воспользуемся Д-Х представлением.

На рис. 7 показаны звенья i и i-1, образующие кинематическую пару. С каждым из звеньев связаны системы координат по Денавит-Хартенбергу. 

Матрицы однородного преобразования получаются, если в каждом случае систему i-1 преобразовывать в систему i с помощью следующих элементарных движений:

[image: image33.png]



Рис.7  Выбор осей систем  координат

1. Повернуть i-1 систему вокруг оси Zi-1 на угол (i до тех пор, пока ось Xi-1 не станет параллельной оси Xi. Это движение может быть описано однородной матрицей элементарного вращения
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(Через С и S здесь и в дальнейшем обозначены соответственно тригонометрические функции Cos и Sin). 

     2. Переместить полученную систему вдоль оси Zi-1 на величину si до тех пор, пока оси Xi и Xi-1  не окажутся на одной прямой или параллельными. Тогда однородная матрица элементарного сдвига имеет вид
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    3.Сдвинуть полученную выше систему вдоль оси Xi-1 на величину аi до совмещения начал обеих систем координат. Однородная матрица элементарного сдвига в этом случае, равна
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 4.Повернуть систему координат вокруг оси Xi-1 на угол 
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, до окончательного совмещения систем координат. Это действие описывается однородной матрицей вращения 
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Таким образом, каждому из указанных выше четырех элементарных движений соответствуют четыре  квадратные матрицы однородного преобразования.

Матрица полного однородного преобразования Ai названа в дальнейшем матрицей кинематической пары, образованной из( i - го и i-1 звена. Эта матрица определяется как произведение полученных матриц (2.1-2.4)
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В результате перемножения получена матрица i-ой кинематической пары
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Если  ri=(xi, yi, zi, 1)T - расширенный вектор однородной координаты точки в системе координат i-го звена, а ri-1=(xi-1,yi-1,zi-1,1)T - расширенный вектор однородной координаты точки относительно системы координат i-1 - звена, то верно следующее матричное равенство

                                           r i-1 = Ai-1 i  r i .                                                                           (2.7)

Среди элементов матрицы A i (2.6) для одноподвижной кинематической пары лишь один элемент является переменной, а другие три - характеризуют постоянные геометрические параметры кинематической пары. Скорости и ускорения точек звеньев механизма определяются дифференцированием равенства (2.7). Поэтому ниже приведены  некоторые выражения, используемые при дифференцировании матрицы A i. 

 В общем виде производная от матрицы Ai по произвольной обобщенной координате  qi равна 
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Здесь (i в случае поступательной кинематической пары вдоль оси   Zi-1, определяется в виде
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Если же Аi является матрицей вращательной кинематической пары вокруг оси Zi-1 , то (i  равна
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При определении ускорений точек звеньев в дальнейшем используются квадратные матрицы (2i. При поступательной кинематической паре (2=0, а при вращательной паре     
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Д-Х представление, а также полученные выражения используются в дальнейшем для кинематического анализа многоподвижных механизмов только с определенной ориентацией осей кинематических пар.
Область применения Д-Х представления ограничивается механизмами  манипуляторов только с низшими парами и с определенной (параллельной, перпендикулярной) ориентацией осей кинематических пар. По этой причине указанный метод, по мнению ряда исследователей, требует  усовершенствования. В действительности, математическая модель кинематической пары должна содержать переменные, зависящие лишь от геометрических и кинематических характеристик описываемой пары и не должна зависеть от положений сопряженных звеньев, за исключением случаев механизмов с переменной структурой.

2.5. Матрицы однородного преобразования для стержневых функциональных групп

 Как установлено, основу большинства манипуляторов составляют стержневые функциональные группы (СФГ) (табл.1.2).Параллельным соединением различных СФГ образуются ОММ. Ниже дается, полная матрица однородного преобразования СФГ, состоящей из трех звеньев - матрица СФГ. Очевидно, что матрица СФГ может быть получена как произведение матриц кинематических пар. Поэтому необходимо для каждой из СФГ предварительно получить матрицы кинематических пар.

Для  кинематического анализа ОММ, математически описаны рассматриваемые СФГ. С каждым из звеньев СФГ (рис.8) связаны  прямоугольные системы координат, причем направление и положение осей координат выбраны  по способу, предложенному в п.2.4. Следует принять во внимание, что в СФГ оси вращательных кинематических пар и направляющие поступательных кинематических пар взаимно перпендикулярны, параллельны или совпадают, т.е. представляют простейшую ориентацию. В этом случае очевидно применение представления Денавит-Хартенберга. Для этого вначале для каждой из кинематических пар определяются  параметры преобразования: si a
Значения параметров преобразований сведены в табл. 2.1., названную таблицей кинематических пар. Обозначения для обобщенных координат приняты в соответствии с рис.8. 
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Рис. 8  Выбор осей СФГ
Подставив соответствующие параметры из табл.2.1 в расширенную матрицу (2.6) для кинематических пар каждой из СФГ, получим следующие матрицы     
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СФГ-2
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СФГ-3
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СФГ-4
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СФГ-5
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(Для СФГ-6 результаты прелагается  получит самостоятельно)
Матрица однородного преобразования  СФГ - Тi (i=1
[image: image58.wmf]¸

6 получается в результате умножения матриц кинематических пар для каждого отдельно взятого СФГ, т.е 

                                              Тi=А1 A2 А3 .                                                                              (2.16)
Здесь А1,А2,А3 - матрицы кинематических пар i-го СФГ образованных соответственно звеньями 0-1, 1-2, 2-3, значения которых берутся из формул (2.11-2.15).  
2.6. Решение прямой задачи кинематики манипуляторов

В кинематике манипуляторов решение прямой задачи о положениях заключается в том, что по заданным обобщенным координатам и заданным геометрическим параметрам определяются положение и ориентация рабочего органа относительно базовой системы координат, связанной с основанием манипулятора.

В результате решения прямой задачи кинематики становится возможным определить следующее:

· рабочую зону манипулятора и некоторые геометрические, качественные показатели, например, коэффициент сервиса и т.д.;

· функцию положения;

· кинематические погрешности;

· кинематические характеристики манипулятора.

Полученный выше аппарат математического описания взаимосвязанных тел механической системы, а также зависимости, полученные для СФГ, являются основой при решении прямой задачи кинематики СФГ.                           
Относительно базовой системы координат положение характеристической точки М последнего от основания звена для каждого из СФГ определяется согласно (2.7)  в общем  виде векторным равенством
                                              rм=Ti r 3м,                                                                                         (2.17)

где rм = (xм, yм, zм,1)Т - расширенный вектор однородной координаты точки М относительно базовой системы координат;

r3м =(x3м, y3м, z3м , 1)Т – вектор, составленный из однородных координат точки М относительно системы координат О3, Х3, У3, Z3 связанной со звеном 3.

 Координаты характеристической точки М последнего звена СФГ (x3м, y3м, z3м ) принимаются из конструктивных соображений. В нашем случае они следуют из кинематических схем СФГ (рис. 8).

Тогда вектор r3м для СФГ-i (i=1
[image: image59.wmf]¸

5) имеет следующие значения: 1) r3м = (d 0 0 1)Т; 2)  r3м =(0 d 0 1)Т ; 3) r3м =(0 0 d 1)Т ; 4) r3м  =(L3 0 0 1)Т; 5) r3м =(L3 0 0 1)Т .

Подставив выражения для матриц однородного преобразования СФГ (2.16 в формулу (2.17) и используя соответствующие СФГ значения r3м, получим координаты точки М выходного звена в базовой системе координат для

CФГ-1:

 xм=S2;yм=S3;zм=S1-d;                                                                                    (2.18)

СФГ-2:

xм=-S3S1;yм=S3C;zм=d+S2;                                                                        (2.19) 

СФГ-3:

xм= S3S2C1-dS1;yм= S3S 2S1+dC1 ; zм= L1-S3C2;                                (2.20)                 

СФГ-4:

xм=L3S(2-3)+L2S2; yм=L3C(2-3)+L2C2+L1; zм=S1; (2.21)                                                                          СФГ-5:  

 xм= L3C1C(2 - 3) + L2 C2C1 ; yм= L3S1C(2-3)+
+L2 S1C2; zм= L3S(2-3 )+L2S2+L1;                                                         (2.22) 

              Таблица 2.1
Значения параметров преобразования для СФГ

	№

СФГ
	Звенья
образующие
КП
	Наим.
      КП
	Параметры преобразования

	
	
	
	di
	
	 ai
	

	 1
	0-1

1-2

2-3
	Пост.

Пост.

Пост.
	s1

s2

s3
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0

0
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	 2
	0-1

1-2

2-3
	Вращ.

Пост.

Пост.
	0

s2

s3
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1
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0
	0

0

0
	0
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0

	 3
	0-1

1-2

2-3
	Вращ.

Вращ.

Пост.
	L1

0

s3
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2

0
	0

0

0
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	 4
	0-1

1-2

2-3
	Пост.

Вращ.

Вращ.
	s1

0

0
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-
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3
	L1

L2

0
	0

0

0

	 5
	0-1

1-2

2-3
	Вращ.

Вращ.

Вращ.
	L1

0

0
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Равенства (2.18-2.21) устанавливают зависимость между координатами точки выходного звена СФГ и обобщенными координатами, т.е. являются функциями положения СФГ. 

Полученные формулы позволяют определить зону обслуживания для манипулятора, составленного из СФГ при заданных пределах изменения обобщенных координат и различных конструктивных параметрах. Кроме того, полученные зависимости являются исходными для решения обратной задачи. 

2.7. Обратная задача о положениях для СФГ

В обратной задаче кинематики  о положениях определяются обобщенные координаты манипулятора при заданных положениях выходного звена. 

В многоподвижных механизмах роботов, имеющих разомкнутую кинематическую цепь, обратная задача о положениях не решается однозначно и в явном виде. 

Наоборот, ОММ  дают возможность в явном виде решать прямую и обратную задачи о положениях. В некоторых случаях получаются однозначные решения.

Так как ОММ  состоят из СФГ, то и решение обратной задачи о положениях рассматривается здесь применительно к базовым манипуляторам, образованным из СФГ. Затем результаты, полученные для СФГ, могут быть использоаны при решении обратной задачи о положениях для ОММ в целом. 

Рассмотрим решение обратной задачи кинематики последовательно для базовых манипуляторов, образованных из рассмотренных ранее шести СФГ. 

В манипуляторе, образованном из СФГ-1 (рис.8,а), заданное положение характеристической точки М в базовой системе определяется координатами xм, yм, zм. Из равенства (2.18) следуют обобщенные координаты

                   S1= zм +d; S2= xм ; S3= yм .                                                          (2.23)

Обобщенные координаты СФГ-2 по заданным координатам точки М определяются после несложных преобразований из равенства (2.19)
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Предполагается, что диапазон изменения угла (1 соответствует -(/2<(1<-(/2. Из физического смысла s3 и выбора системы координат следует, что s3 является положительной переменной.

      После преобразований равенства (2.20), которые опущены из-за громоздкости,  получены обобщенные координаты для СФГ-3 
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Зависимость для обобщенных координат СФГ-4 получена из систем уравнений (2.21). При этом так же, как и выше, промежуточные выкладки опущены.
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 Решение обратной задачи для СФГ-5 следует после решения  систем уравнений (2.22) 
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Полученные зависимости для СФГ (2.23-2.27)  представляю обратное решение задачи кинематики о положениях для 3-х подвижных манипуляторов СФГ.
Основная литература:  [2] стр. 58-68, 79-86, 93-95; [ 4] стр.78-96; [6] стр. 106-158.
Дополнительная литература:[9] стр.27-93.
Контрольные вопросы: 
1. Задачи кинематического анализа.
2. Выбор специальной системы координат для применения метода Денавит-Хартенберга;

3. Последовательность преобразований по Денавит-Хартенбергу;

4. Выбрать системы координат для СФГ;

5. Определить положение схвата для трехподвижного манипулятора;

6. Определить положение звеньев простого плоского механизма методом засечек;

7. Решить обратную задачу для СФГ;

Тема лекции 3: Матричные методы определения скоростей и ускорений.
3.1. Обобщенные скорости и ускорения

Различают две задачи при определении обобщенных скоростей и ускорений манипуляторов. 

Первая задача: заданы скорость и ускорение центра рабочего органа, угловая скорость и ускорение соединительного звена; требуется определить обобщенные скорости и ускорения звеньев. 

Вторая задача: даны значения обобщенных координат, полученные в результате решения обратной задачи кинематики; определяются обобщенные скорости и ускорения манипулятора. 

Выбор того или иного решения зависит от того, какие параметры заданы. Если заданы значения углов ориентации соединительного звена в различные моменты через равные промежутки времени, то, вычисляя производные от ( и  по формулам конечных разностей, можно получить
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Здесь индекс внизу переменных обозначает номер положения схвата, в котором определена данная переменная.  Например, i-1 представляет угол наклона к оси OX соединительного звена в i-1положении, причем i=1,...,n, где n - число интервалов, на которые разбита траектория центра схвата. 

       В равенствах (3.1) через ( обозначено время перемещения внутри одного интервала.

Угловая скорость соединительного звена будет равна


[image: image88.wmf].

2

2

i

i

ci

b

a

w

&

&

+

=

                                                     (3.2)

Аналогично определяется угловое ускорение соединительного звена
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      При известных значениях скорости, ускорения центра схвата и угловой скорости, углового ускорения соединительного звена по формулам распределения скоростей и ускорений можно определить скорость и ускорение выходной точки каждого из СФГ (vai, vв, aai, aвi), где i – номер положения. 

       Так как матрица однородного преобразования для каждого из СФГ определена (2.11-2.15), легко установить проекции скорости и ускорения выходной точки СФГ на оси базовой системы координат.

Дважды дифференцируя равенства (2.23-2.27), связывающие обобщенные координаты СФГ с координатами выходной точки, устанавливают связь между обобщенными скоростями, ускорениями и скоростями, ускорениями выходной точки СФГ. Таким образом, определяются обобщенные скорости и ускорения в каждом положении манипулятора.

При решении второй задачи, по результатам решения обратной задачи кинематики, определяются j-обобщенные координаты манипулятора в каждом i-ом положении (qji).
Цикл работы привода разбивается на три интервала, соответствующих режиму разгона, установившегося движения и торможения.  Принимается, что в начале и конце цикла скорости равны нулю.

Максимальная скорость vmaxj и ускорение amaxj, развиваемое приводом, считаются заданными. Эти величины следуют из технических возможностей привода, а также из эксплуатационных ограничений. Предположим, что обобщенное ускорение изменяется по синусоидальному закону. Тогда время разгона определяется по формуле

tрj=
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  Полное время движения схвата (время одного цикла) равно

     tпj=
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Во время разгона при 0 

 ti <tpj обобщенная j-ая скорость и ускорение изменяются по следующим зависимостям 
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ti<tпj - tpj, соответствующем установившемуся режиму движения, обобщенная j-ая скорость и ускорение определяются по формулам


[image: image95.wmf]j

j

ji

a

v

q

2

max

+

=

&



 EMBED Equation.2  [image: image96.wmf],

/

t

i

р

p

    
[image: image97.wmf]0

=

ji

q

&

&

 .                       (3.6)

В случае торможения (tпj-tpj

ti<tпj) обобщенная j-ая скорость и ускорение определяются согласно равенствам
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Если производить расчеты через равные промежутки времени, то длительность интервала будет равна =tпj/n, а ti=
С помощью зависимостей  (3.5-3.7) определяются другие  кинематические параметры манипулятора, а также эти зависимости используются при силовом анализе  манипуляторов на этапе проектирования роботов и выбора приводов.

3.2. Матричный метод определения скоростей и ускорений точек звеньев

С применением полученных выше матриц преобразования (2.6) и равенства (2.17) при известных обобщенных скоростях и ускорениях можно вычислить скорость и ускорение любой точки   i – звена в базовой (инерциальной системе координат).

Если для вектора абсолютной скорости и ускорения некоторой точки i- го звена ввести обозначение 
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, то в блочном виде скорость и ускорение будет иметь соответственно вид
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Теперь обратимся к векторному равенству (2.17). Здесь вектор ri определяет положение интересующей нас точки i-го звена в системе координат жестко связанной с этим звеном. Положение этой точки относительно i- ой системы координат неизменно, поэтому вектор ri не зависит от времени. С учетом этого,  дифференцируя равенство (2.17) по времени получим 

                               
[image: image104.wmf]i

i

0

r

T

r

&

&

=

; 
[image: image105.wmf]i

i

r

T

r

&

&

&

&

=

0

                                                          (3.9)

Сравнивая выражения (3.8) и (3.9) видим, что для расчета абсолютной  скорости и ускорения 
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достаточно знать первую и вторую производные от матрицы преобразования 
[image: image107.wmf]i

T

. Для того, чтобы получить эти выражения  в матричной форме введем вспомогательную матрицу    

Uij = 
[image: image108.wmf]j

dq

d

i

T

.

Если вместо числителя подставить его значение и принять во внимание, что из всех матриц однородного преобразования А лишь матрица Aj от обобщенной координаты qj следовательно Uij можно представит через произведение матриц, а именно

Uij=
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Здесь в обозначениях матриц однородного преобразования опущены верхние индексы. Согласно (2.8) выражение для  Uij можно записать в виде

                          Uij=
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Производные от матрицы преобразования можно представить в виде
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где Vijk- вспомогательная матрица размером (4х4), равная 

Vijk=
[image: image113.wmf]k
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Дифференцируя выражение (2.75) по обобщенной  координате qk получаем следующие выражения для матрицы Vijk:

при j < k
Vijk=
[image: image114.wmf];
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при j > k
Vijk=
[image: image115.wmf];
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при j = k
Vijk=
[image: image116.wmf],
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где 
[image: image117.wmf]2
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 определяется согласно (3.10).

Таким образом, выражения (3.11) позволяют вычислить абсолютную скорость и ускорение любой точки подвижного звена. Указанные выражения будут использованы также в  дальнейшем в разделе динамика.

3.3. Векторные соотношения для  определения кинематических параметров

 При решении задач кинематики по определению скоростей и ускорений точек, а также угловых скоростей и угловых ускорений звеньев, используются теоремы о  сложении скоростей, сложении движения твердых тел, а также метод приведения векторов скоростей и угловых скоростей. 

 Для вывода векторных  соотношений выбрана система координат (рис.9). Здесь оси координат, связанные с i-1, i, i+1 звеньями манипулятора, направлены в соответствии с принятым методом математического описания взаимосвязанных тел (п.2.4). Начало i-ой системы координат - точка Оi, совершает сложное движение. Для определения скорости Оi составим векторное равенство
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Здесь 
[image: image119.wmf]i

r

, 
[image: image120.wmf]1
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 - радиус-векторы, определяющие положение соответственно i и i-1 систем координат  относительно неподвижной системы координат; 


[image: image121.wmf]i

r

-радиус-вектор, характеризующий положение систем координат относительно друг друга.

       Скорость точки Оi определяется путем дифференцирования равенства (3.12) с учетом того, что 
[image: image122.wmf]i

r

- вектор с переменным направлением. Тогда
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[image: image506.wmf]Первые два слагаемые в равенстве (3.13) – это скорость  переносного движения точки Оi, а последнее слагаемое - относительная  скорость   точки   Оi относительно    системы     координат Oi-1Xi-1Yi-1Zi-1.
Рис.9  Расчетная схема

Угловая скорость i-системы координат (
[image: image124.wmf]i

w

) определяется как геометрическая сумма угловой скорости (
[image: image125.wmf]1

-

i

w

) в переносном движении i-1 системы координат относительно условно неподвижной системы  и угловой скорости собственного вращения i-системы координат (
[image: image126.wmf]r

i

w

).
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Последующим дифференцированием равенств (3.13), (3.14) определяются соответственно ускорение 
[image: image128.wmf]i

a

 точки Оi и угловое ускорение i-звена 
[image: image129.wmf]i

e

.


[image: image130.wmf](

)

   

          

          

          

          

          

.

 

   

          

          

          

  

          

 ,

a

r

v

2

r

a

a

     

          

          

r

i

r

1

i

1

-

i

1

-

i

i

r

i

i

1

i

1

i

r

i

1

i

i

1

i

1

i

i

e

w

w

e

e

w

w

w

e

+

´

+

=

+

´

´

+

´

+

´

+

=

-

-

-

-

-

-

          (3.15)

При переходе от i-ой к i+1-ой системе координат вместо i в формулы (3.13 - 3.15) следует подставить индекс i+1. При этом i-1 кинематические параметры определяются по результатам вычислений на предыдущем этапе, причем на первом этапе вычислений при i=1 в формулы (3.13 - 3.15) подставляются начальные значения кинематических параметров. Относительные скорости 
[image: image131.wmf]r
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v

, угловые скорости 
[image: image132.wmf]r

i

w

 и относительные ускорения  
[image: image133.wmf]r
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 и угловые ускорения 
[image: image134.wmf]r
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e

 выражаются через обобщенные координаты, скорости и ускорения i звена манипулятора (
[image: image135.wmf]i
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) в зависимости от вида кинематической пары, образуемой  i и  i-1 звеньями. Выражения для указанных величин для поступательных и вращательных кинематических пар сведены в таблицу 3.1.

  Таблица 3.1.

Векторные зависимости для относительных величин

	Кинематические

параметры
	Поступательные

кин. пара
	Вращательные

кин. пара
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     Здесь 
[image: image146.wmf]1
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 орт оси Zi-1, причем при выборе систем координат по Денавит-Хартенбергу всегда  
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  С учетом выражений для кинематических параметров, приведенных в 

табл. 3.1, устанавливаются зависимости для абсолютных скоростей и ускорений точки Oi i-звена, а также угловых скоростей и ускорений i- звена относительно неподвижной системы координат. 

3.4. Рекуррентные формулы для определения скоростей и ускорений

Обычно скорости и ускорения точек звеньев механизма или манипулятора, а также угловые скорости и ускорения звеньев определятся последовательно, начиная от подвижного звена, связанного со стойкой и далее до выходного звена. Вычисления, при которых на каждом последующем этапе в качестве исходных принимаются результаты, полученные на предыдущем этапе, называют рекуррентными или рекурсивными вычислениями. Рекуррентные зависимости удобны для организации вычисления с помощью компьютеров. В этой связи, используя зависимости п.3.3., приведем основные рекуррентные соотношения для вычисления указанных кинематических характеристик в базовой системе координат.

Выражения, приведенные ниже, получены с учетом вида кинематической пары, образованной звеньями i и  i-1.

 При поступательной кинематической паре вводятся следующие зависимости для угловой скорости и абсолютной линейной скорости


[image: image148.wmf]  

          

          

.

q

 

;

 

=

    

          

          

          

          

i

1

1

1

1

-

i

i

&

-

-

-

+

´

+

=

i

i

i

i

i

z

r

v

v

w

w

w

                      (3.15)
Векторные равенства для угловых и линейных абсолютных ускорений начала i-системы координат согласно теореме Кориолиса имеют следующий вид
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Если i и i-1звенья образуют вращательную кинематическую пару, то угловые скорости и ускорения, а также линейные скорости и ускорения начала i-системы координат определяются выражениями
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Следует отметить, что в выражении для линейного ускорения в (3.17) отсутствуют кориолисово ускорение и линейное относительное ускорение. Это связано с тем, что i-система координат относительно i-1 системы координат совершает вращательное движение.

Ускорение произвольной точки, например, центра масс, определяется через ускорение начала системы координат по формуле
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где 
[image: image152.wmf]i

s

- радиус-вектор центра масс относительно начала i-системы координат.

Полученные кинематические параметры, определяемые выражениями (3.16 - 3.18), используются в дальнейшем для решения задач динамики с применением метода Ньютона-Эйлера. Однако в дальнейшем будет показано, что задачи динамики удобно решать в локальной системе координат, связанной со звеном. Поэтому ниже приведены соотношения для кинематических параметров, записанных в локальной системе отсчета, связанной с подвижным звеном, которые получены на основании выражений (3.16 - 3.18). В этом случае векторные соотношения, записанные в базовой системе координат, описываются в системе, связанной с подвижным звеном.
3.5. Кинематические параметры в системе координат звена
Вывод соотношений для кинематических параметров в локальной системе координат, связанной с i - звеном основывается на   формулах (3.16 - 3.18). При этом используется часть матрицы кинематической пары (2.6), описывающая преобразование поворота систем относительно друг друга: 
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Следует отметить, что матрица Rii-1 ортонормированна, поэтому (Rii-1)-1=

Ri-1i=(Rii-1)T. Следовательно,
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Матрица 
[image: image155.wmf]i
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 преобразует трехмерный вектор из i-1 системы координат в i систему.

Все искомые кинематические параметры в выражениях п. 3.3 описаны в  i-1 системе координат. С помощью матрицы 
[image: image156.wmf]i
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 те же кинематические параметры могут быть описаны в локальной i-системе координат. В этом случае формулы (3.16 - 3.18) преобразуются при поступательной кинематической паре следующим образом
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Если взаимосвязанные звенья образуют вращательную кинематическую пару, то  выражения для скоростей и ускорений угловых скоростей и ускорений в локальной системе координат будут иметь вид:
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Как отмечалось ранее, в приведенных выражениях получены скорости и ускорения начала  i-системы координат в этой же системе координат. Чтобы получить ускорение любой точки i-тела или центра масс воспользуемся выражением (3.18). Это выражение в i-системе координат имеет вид
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В результате, получены искомые векторные равенства в виде матричных выражений, определяющие различные кинематические параметры в локальной системе координат, связанной со звеном в тех случаях, когда взаимосвязанные звенья совершают в относительном движении поступательные или вращательные движения. Каждое из равенств в выражениях (3.21-3.23) может быть представлено в виде 3-х алгебраических зависимостей для проекций кинематических параметров на оси локальной системы координат.

3.5. Виды передаточных механизмов и их основные характеристики

Передаточные механизмы (ПМ) имеются практически во всех мехатронных обьектах и приборах.. Они располагаются между двигателем и исполнительным органом или звеном исполнительного механизма (манипулятора).

В функциональном отношении ПМ преобразуют одно движение в другое, например, поступательное движение во вращательное движение или наоборот; изменяют скорости и направление движения; передают движение на некоторые расстояния. 

Основной кинематической характеристикой ПМ является передаточное отношение. Передаточным отношением ПМ является отношение линейной (угловой) скорости входного звена к линейной (угловой) скорости выходного звена. Наряду с передаточным отношением одним из важных кинематических характеристик ПМ является точность передач. 

Для сравнения и выбора передаточных механизмов используются характеристики, основанные на динамических свойствах такие, как коэффициент полезного действия (КПД), жесткость, плавность, бесшумность.

В качестве ПМ для преобразования одного вида движения в другое используются реечные, и винтовые передачи. Для преобразования вращательного движения в другое вращательное движение используются зубчатые передачи (с цилиндрическими, коническими, гипоидными колесами) с неподвижными осями, планетарные, дифференциальные передачи с подвижными осями, а также волновые передачи с гибкими зубчатыми колесами. Для передачи вращательного движения на расстояние применяются ременные, цепные, канатные, ленточные, тросовые передачи. Следует отметить, что рычажные и кулачковые механизмы также могут выполнять функции ПМ.

3.6. Передаточные механизмы для преобразования вида движения

Как отмечалось выше, существует целый класс ПМ для преобразования движения одного вида в движение другого вида. Рассмотрим ряд таких передач.

Реечная передача служит для преобразования вращательного движения шестерни в поступательное движение рейки и наоборот. Шестерня 1 вращаяcь вокруг оси О1 с угловой скоростью  приводит во вращательное движение со скоростью  2 рейку 2 (рис.10). При этом центроида (начальная окружность) радиусом О1Р осуществляет качение без скольжения относительно прямой  а-a связанной с рейкой,  касаясь в точке Р. Точка Р является мгновенным центром скоростей в относительном движении звеньев 1 и 2 . Так как окружность перекатывается по прямой а-а без скольжения, то перемещения точки Р по прямой а-а равно длине дуги окружности с центральным углом  угол  - равен углу поворота шестерни). Поэтому можно записать следующее соотношение

s2= (O1P).

Отсюда легко получить зависимости между скоростями в виде
                                                   v2=(O1P)

Следовательно, кинематические параметры реечной передачи связаны соотношением

v2/r1,             

где r1 – радиус шестерни.

[image: image160.wmf]
Рис.10. Реечная передача
Винтовая  передача (рис.11,а) аналогично реечной служит для преобразования вращательного движения винта 1 в поступательное движение гайки 2 и наоборот. (На рис.11,b показано условное изображение винтовой пары на кинематических схемах).

Перемещение (s) гайки и угол поворота винта () связаны соотношением

s =pk/
где s = [мм.];рад. p- шаг резьбы, мм; k= число заходов резьбы.

Зависимость между скоростью гайки и угловой скоростью винта имеет вид

v = pk/(2)
где v- скорость гайки, мм/с;  -угловая скорость винта, с-1.
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Рис.11. Винтовая передача

3.7. Механизмы передачи и преобразования вращательного движения

В приводах и исполнительных механизмах роботов широко применяются механизмы для воспроизведения вращательного движения между двумя различно заданными в пространстве осями. Простейшими механизмами для воспроизведения заданного передаточного отношения между двумя неподвижными осями являются трехзвенные зубчатые механизмы (рис. 12). Этот зубчатый механизм, кинематическая схема которого показана на рис. 12,б, состоит из зубчатых колес 1и 2 и стойки 3. Оси валов зубчатых колес могут быть параллельными, как показано на рис.12. В этом случае зубчатые колеса образуют цилиндрическую зубчатую передачу с внутренним или внешним зацеплением зубьев. Если оси валов пересекаются, то зубчатые колеса, то зубчатые колеса имеют форму конической поверхности и образуют, как правило, коническую передачу. Если оси валов скрещиваются, зубчатые колеса образуют гиперболоидную зубчатую передачу. Из гиперболидных передач на практике нашли применение червячные, гипоидные, винтовые  зубчатые передачи.

С кинематической точки зрения вращения зубчатых колес в трехзвенных зубчатых механизмах происходят с различными угловыми скоростями  , 
Важной кинематической характеристикой ПМ является отношение угловых скоростей, которое называется передаточным отношением. Передаточное отношение зубчатой передачи с неподвижными осями показанной на Рис.12 равно
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Здесь u12 передаточное отношение при передаче вращения от зубчатого колеса 1 к зубчатому колесу 2. Знак (+) ставится, если колеса вращаются в одном направлении.
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Рис.12. Трехзвенная зубчатая передача

Условно принято передаточное отношение брать со знаком минус, если колеса вращаются в разных направлениях. Так что при внешнем зацеплении двух колес передаточное отношение будет отрицательным числом, а при внутреннем зацеплении – положительным числом. 

Передаточное отношение можно выразить через геометрические размеры и числа зубьев колес. С кинематической точки при вращении колес 1 и 2 центроиды (начальные окружности) с радиусами r1=O1P и r2=O2P перекатываются без скольжения друг относительно друга. Точка Р является мгновенным центром скоростей в относительном движении. В точке Р скорости обеих колес одинаковы, т.к. они не скользят друг относительно друга  поэтому

r11 r2
Используя выражение (3.24) для передаточного отношения из его определения, получим выражение для передаточного отношения через геометрические размеры колес в виде
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Расстояние t между одинаковыми точками двух соседних зубьев измеренное по определенной окружности называется шагом по этой окружности. Очевидно,  шаг по начальной окружности зубчатых колес образующих зубчатое зацепление должен быть одинаковым. Не сложно представить, что имеет место равенство
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Разделив второе равенство на первое и подставив полученное отношение в равенство (3.25), получим выражение для передаточного отношения через число зубьев
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На практике используется величина m, определяющая геометрию зубчатого колеса, называемая модулем зацепления. Модуль зацепления представляет отношение шага к числу . 
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Модуль зубчатого колеса обычно определяется из условия прочности. Величина модуля выбирается в соответствии со стандартом. Два зубчатых колеса образующие зацепление должны иметь одинаковый модуль. Через величину модуля и число зубьев выражаются все геометрические размеры зубчатого колеса, например, радиус начальной окружности  
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На практике часто требуется воспроизвести значительное по величине передаточное отношение. В этом случае простейшего зубчатого трехзвенного механизма оказывается явно недостаточно. В этом случае применяют  многоступенчатые зубчатые механизмы.

Следует отметить, если ведущее звено ПМ имеет большую угловую скорость, чем ведомое звено, то такой механизм называется редуктором. Редуктор понижает угловую скорость. Если наоборот ведущее колесо имеет угловую скорость меньшую по сравнению  с ведомым, то такой ПМ называется мультипликатором. Мультипликатор повышает угловую скорость.

Каждое зацепление в многоступенчатой зубчатой передаче называется ступенью. Передаточное отношение каждой ступени определяется согласно равенств (3.24-3.26).

Передаточное отношение многоступенчатой передачи с неподвижным положением осей равно произведению передаточных отношений отдельных ступеней взятых со своим знаком, т.е.
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где k – число внешних зацеплений.
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Рис.13. Двухступенчатая передача

В качестве примера определим передаточное отношение представленного на рис. 13 редуктора. Пусть колеса имеют равные модули и числа зубьев колес равны: z1 = 20; z2 = 40; z2’=15.

Так как расстояние между осями в обеих ступенях одинаковые величины, то r1 + r2 = r2’ + r3.
Ввиду того, что модули зацеплений равны, используя (3.27), можно записать z1 + z2 = z2’ + z3. Отсюда можно легко определить число зубьев колеса 3, а именно   z3 = 45.

Теперь определим с помощью формулы (3.28) передаточное отношение передачи
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Таким образом, угловая скорость выходного вала 3 данного редуктора будет в 4 раза меньше чем  угловая скорость входного вал 1.

Для преобразования вращательного движения также используются зубчатые передачи с подвижными осями. Многоступенчатые зубчатые передачи с подвижными осями называются планетарными механизмами. Если планетарные механизмы имеют степень подвижности большую единицы, то они называются дифференциальными механизмами. На рис.14 показан пример планетарного механизма, в котором ось блока шестерен составленного из колес (сателлитов) 2 и 2’ является подвижной и вращается вместе с водилом Н.
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Рис.14. Планетарный механизм
Для того, чтобы определить передаточное отношение планетарного механизма воспользуемся методом обращения движения. Всем звеньям механизма сообщим угловую скорость (-) равную угловой скорости водила, но противоположно направленную. Тогда механизм превратится в механизм с неподвижными осями, в котором угловые скорости звеньев будут иметь другие значения, а именно:  угловая скорость 1 колеса будет равна 
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 (индекс в скобках указывает на номер неподвижного звена, 1 колесо по условию неподвижно); угловая скорость сателлитов равна
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; угловая скорость звена 3 равна 
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Тогда передаточное отношение  обращенного механизма (с неподвижными осями) может быть определено с помощью  формулы (3.28)
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Из этой формулы можно получить выражение для  передаточного отношения планетарного редуктора
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Так как обращенный механизм является механизмом с неподвижными осями, то его передаточное отношение может быть определено через отношение числа зубьев зубчатых колес. Как было определено выше 
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Совместное решение равенств (3.29) и (3.30) дает искомое значение для передаточного отношения планетарного механизма. Передаточные отношения других видов планетарных механизмов определяется проведением подобных выкладок на основе обращения движения.

3.8. Кинематические и геометрические погрешности и причины их вызывающие
Современные механизмы и манипуляторы характеризуются повышенными требованиями по точности, которые обусловлены все возрастающими эксплуатационными требованиями (отсутствие колебаний, точность, надежность и т.д.), а также совершенствованием условий комфортности (отсутствие шума).

Отклонение фактических значений от их номинальных (расчетных, программных) значений называется точностью. Эти отклонения обусловлены погрешностями, которые можно разделить на две группы:

1) геометрические погрешности;

2) кинематические погрешности.

 Геометрические погрешности появляются при отклонении линейных размеров звеньев, а также при отклонении углов между осями кинематических пар.

Кинематические погрешности появляются из-за отклонений обобщенных координат, скоростей и ускорений от их номинальных значений.

Как геометрические, так и кинематические погрешности могут вызываться различными причинами. Так, например, изменение линейных и угловых размеров может вызываться неточностью изготовления, сборки и как следствие наличием зазоров в соединениях, деформациями звеньев под действием статических и динамических усилий. Причинами кинематических погрешностей являются несовпадение фактических характеристик двигателей приводов от номинальных характеристик, наличие зазоров в кинематических парах, а также деформации  звеньев.

В зависимости от причин, вызывающих погрешности различают технологические погрешности (погрешности изготовления), статические погрешности (при постоянных нагрузках) и динамические погрешности (при переменных нагрузках).

3.9. Кинематическая погрешность манипулятора

Как отмечалось выше, основными причинами появления кинематических погрешностей являются отклонения кинематических характеристик при отработке двигателями приводов.  В результате чего фактические значения обобщенных координат их скоростей и ускорений отличаются от программных.

Ниже рассматривается  влияние на кинематические погрешности лишь отклонений  значений обобщенных координат от их программных значений. При этом под программными значениями и обобщенных координат понимаются значения обобщенных координат полученные в результате решения обратной задачи кинематики. 


[image: image180.wmf]
Рис. 15. Расчетная схема для определения погрешности
При выполнений программных движений выходное звено манипулятора (рабочий орган) в каждый момент времени должен занимать вполне определенное положение в пространстве. Также как и положение свободного тела в пространстве, положение рабочий орган определяется координатами некоторой точки (центра) и ориентацией оси рабочий орган. Однако вследствие того, что программное значение обобщенных координат qp  отличаются от их реальных значений qr на величину
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(i=1,…,n) действительное положение рабочего органа будет отличаться от положения предусмотренного программой (рис.15). И это отклонение определяется как  кинематическая погрешность манипулятора. Причем кинематическая погрешность определяется путем вычисление линейной и угловой кинематической ошибки.

Пусть программное положение рабочего органа относительно неподвижной системы координат определяется положением связанной с рабочим органом системы координат CPXPYpZp. Действительное положение рабочего органа, определяемое положением системы координат CrXrYrZr, отличается от программного.  При  этом вектор 
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 определяет линейную ошибку манипулятора. Угловой ошибкой является угол, на который надо повернуть рабочий орган, чтобы оси систем координат CPXPYpZp и CrXrYrZr стали взаимно параллельны. Это возможно, так как на основании известной теоремы Даламбера-Эйлера твердое тело, имеющее неподвижную точку  (в данном случае это центр С), можно перевести из одного положения в другое одним поворотом вокруг этой точки на угол 
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        Рассмотрим различные способы определения линейной ошибки манипулятора.

 В том случае, когда имеется решение обратной задачи кинематики манипулятора в явном виде,  удобным является применение формулы дифференциала функции многих переменных. Так как вектор 
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определяющий положение рабочего органа является функцией обобщенных координат qi, считая линейную ошибку малой величиной и заменяя дифференциалы конечными приращениями получим выражение для вектора линейной ошибки
                                                             
[image: image185.wmf]i

n

i

i

q

q

r

r

D

å

=

¶

¶

=

D

1

r

r

.                                                                           (3.31)
Для удобства применения векторное равенство (3.30) запишем в проекциях на неподвижные оси координат, тогда получим следующие алгебраические уравнения: 
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Здесь 
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- ошибки позиционирования по осям X0 ,Y0 ,Z0 соответственно.

Модуль линейной ошибки можно вычислить с помощью равенства
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Линейную ошибку можно определить, используя матрицы преобразования, полученные при кинематическом исследовании. В матричной форме координаты точки С (рис. 15 ) можно определить с помощью матричного равенства (2.18). Взяв дифференциал от (2.18) с учетом (2.17) получим
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Здесь 
[image: image192.wmf]c
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 однородный вектор-столбец составленный из координат центра рабочего органа относительно системы координат связанной со рабочим органом. Здесь, далее, также как и в выше приведенном примере, векторное равенство (3.32) проектируется на оси координат. Затем определяются линейные ошибки по осям координат, и вычисляется с помощью (3.31) модуль линейной ошибки. 

Для определения линейной ошибки манипулятора можно использовать формулы, не содержащие операции дифференцирования. Из механики известно, что скорость точки С при сложном движении тела равна
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где j- номер вращательной КП;  i- номер поступательной КП; 
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- вектор определяющий положение точки С относительно системы координат j- звена.

Угловые и линейные скорости можно выразить через конечные приращения, записав их в виде  
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- соответственно ошибки во вращательных и поступательных кинематических парах; 
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- соответственно орты оси вращательной КП и направляющей поступательной КП.  Теперь легко получить векторное равенство для линейной ошибки 
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Перейдем к определению угловой ошибки при позиционировании рабочего органа манипулятора. Если предполагать, что линейные и угловые ошибки малы, тогда на основании  правила сложения малых поворотов можно получить формулу

                                                 
[image: image200.wmf]j

j

j

e

q

r

r

å

D

=

D

j

,                                                                           (3.33)

где 
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- ошибка  j - обобщенной координаты во вращательной КП; 
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Обычно важно знать проекции вектора угловой ошибки на оси координат связанные с рабочим органом. В этом случае векторное равенство (3.33) проектируется на оси координат 
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 связанные с рабочим органом, тогда
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Здесь  
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-  вектор – столбец, составленный из проекции угловой ошибки на оси координат 
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- матрица поворота при переходе от j- системы координат к системе координат 
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Основная литература:  [2] стр. 99-124; [ 4] стр.96-100; [6] стр. 334-340.
Дополнительная литература:[9] стр.127-129.
Контрольные вопросы: 
1. Определить скорость точек  и угловую скорость звеньев плоского механизма;

2. Определить ускорение точек и угловое ускорение звеньев плоского механизма

3. Определить скорости пространственных механизмов манипуляторов матричным способом; 
4. Определить ускорения пространственных механизмов манипуляторов матричным способом;

5. Использовать рекуррентные формулы для определения скоростей и ускорений пространственных механизмов на примере манипуляторов;

6. Определить передаточные отношения передаточных механизмов с неподвижными осями;

7. Определить передаточные отношения передаточных механизмов с подвижными осями;

8. Вычислить кинематическую погрешность для СФГ;

9. Составить рекуррентные формулы для СФГ и простейшего манипулятора в локальной системе координат. 
Тема лекции 4.  Динамика механизмов, приборов и манипуляторов

4.1 Задачи и методы динамического анализа
Динамика - раздел механики машин и механизмов, изучающий закономерности движения звеньев механизма под действием приложенных к ним сил. В основе динамики лежат три закона, сформулированные Ньютоном. В общей постановке динамика - изучает процессы или явлений в функции времени.  Принято разделять задачи, решаемые в динамике на прямую и обратную задачу. Прямая задача динамики заключается в  определении закона движения системы и составляющих его звеньев при  заданном управляющем силовом воздействии. 
Обратная задача динамики заключается в том, чтобы  установить требуемые управляющие силовые воздействия, которые бы обеспечивали  заданный закон движения системы. Методы решения задач динамики можно разделить на 2 группы: энергетические и кинетостатические. Энергетические методы основываются на уравнениях энергетического равновесия - законе сохранения энергия. Кинетостатические методы базируются  на уравнениях равновесия сил с учетом сил инерции по принципу Д’Аламбера. 

4.2. Действующие силы  и их характеристики.
Силы, действующие в механизмах, условно подразделяются на внешние и внутренние. Внешние силы действуют на исследуемую систему извне. Эти силы в свою очередь подразделяются на: 

· движущие, работа которых положительна (например, обобщенные силы или усилия развиваемые приводами, эти силы увеличивает энергию системы); 

· сопротивления, работа которых отрицательна (уменьшает энергию системы). К этим силам относятся силы сопротивления, силы трения; 

· взаимодействия с потенциальными, электромагнитными, электростатическими и другими полями. 

Внутренними являются силы,  действующие между звеньями механической системы. При расчетах эти силы определяют как силы реакции в кинематических парах. 

При кинетостатическом методе вводятся дополнительно силы инерции, предложенные Д’Аламбером для силового расчета подвижных механических систем. При добавлении этих сил к внешним силам, действующим на систему, устанавливается квазистатическое равновесие системы и ее можно рассчитывать, используя уравнения статики (метод кинетостатики). 

Более подробно остановимся на силах  в кинематических парах пространственных механизмов (без учета трения). Известно, что сила, как векторная величина характеризуется тремя параметрами: координатами точки приложения, величиной и направлением. Рассмотрим с этих позиций реакции в КП плоских механизмов. 

В поступательной КП (рис.16) звено 2 движется относительно звена 1 с относительной скоростью 
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. Звено 1 накладывает связи на относительное движение звеньев и запрещает 2 поступательных движения по осям X, Y  и 3 относительных  вращении вокруг осей СХ, СY,CZ. Заменяя действие связи (звена 1) реакциями, получим силы реакции от действия 1-го звена на 2-ое звена 
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, направленные по осям CX,CY и моменты пар сил реакций (реактивный моменты)
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 относительно осей СХ, СY,CZ. Следует особо отметить, что если КП будет приводной, тогда составляющая сила по оси CZ - 
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 будет  обобщенной внешней силой развиваемой приводом поступательного движения (на рис.16,б показаны только силы реакции).
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                              Рис.16. Усилия в поступательных кинематических парах. 

При силовом расчете поступательной КП определяются величины: 

· реактивных моментов 
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· сил реакций  
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· обобщенной силы или усилия привода
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  (для приводной КП).

За точки приложения сил принимаются условные точки в центре КП.

 Во вращательной КП (рис.17) тело 2 может совершать вращение относительно оси CZ . Звено 1 накладывает на относительное движение звена 2 пять связей, которые запрещают три относительных поступательных движения по осям СХ, СY,CZ  и два вращательных движения вокруг осей СХ, СY. 
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                       Рис.17. Усилия во вращательных кинематических парах. 

Заменяя эти связи реакциями, получим силы реакции 
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и моменты пар сил реакции 
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. Если КП будет приводной, то момент пар сил 
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будет внешней силой приложенной со стороны привода.
При силовом расчете вращательной КП определяются величины: 

· сил  реакции, 
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; 
· моментов пар сил реакции  
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· обобщенная сила - момент, развиваемый приводом  
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 (только для приводной КП).
4.3. Построение динамической модели - звена приведения.
Как известно, прямую задачу динамики механики машин можно сформулировать так: заданы управляющие силы и силы внешнего сопротивления, определить обеспечиваемый ими закон движения машины. Решение этой задачи для сложной механической системы часто требует проведения громоздких вычислений.  Однако для упрощения решения,  сложную систему  можно заменить простой динамической моделью, если использовать метод приведения. В этом случае  механическая система заменяется звеном приведения. В дальнейшем рассматривается построение динамической модели для системы с одной степенью подвижности. Положение звена  приведения в этом случае определяется одной обобщенной координатой исходной механической системы. При этом инерционным  параметром звена приведения совершающего поступательное движение будет приведенная масса, а силовым - приведенная сила. Если звено приведения совершает вращательное движение, то инерционным параметром будет приведенный момент инерции, а силовым - приведенный момент пар сил. Эти параметры динамической модели рассчитываются по критериям подобия модели и объекта, которые определяются соответственно из равенства правых и левых частей уравнений изменения кинетической энергии для модели и объекта. Согласно теореме об изменении кинетической энергии для механической системы, работа всех внешних сил действующих на систему расходуется только на изменение ее кинетической энергии. При этом потенциальные силы - силы веса рассматриваются как внешние силы ,т.е.
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где  T - изменение кинетической энергии системы, 
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- суммарная работа всех N -внешних сил, действующих на систему. 
Уравнение динамической модели механической системы -  звена приведения также можеть быть записано  в виде 
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здесь 
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- изменение кинетической энергии звена приведения; 
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- суммарная работа приведенных сил и моментов. 
Критерием подобия модели и обьекта является то, что закон движения звена приведения должен быть адекватен  закону изменения обобщенной модели 
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Это возможно только в том случае, если  левые и правые части равенств (4.1) равны левой и правой части равенства (4.2). Отсюда вытекают условия для вычисления приведенных инерционных параметров и приведенных силовых факторов. В дальнейшем будем предполагать, что обобщенной координатой механической системы с W=1 является угловая величина. Аналогичные результаты можно получить и в том случае, когда обобщенной координатой является линейная величина. Из равенств левых частей равенств (4.1) и (4.2) следует, что кинетическая энергия звена приведения равна кинетической энергии исходной механической системы – и это является  условием для определения момента инерции звена приведения. Из равенства правых частей равенств (4.1) и (4.2) следует, что работа приведенного момента приложенного к звену приведения равна сумме работ всех сил приложенных к механической системе – это является условием для вычисления  приведенного момента. Следует заметить, что приведенная сила или приведенный момент определяются как обобщенная сила.
4.4. Приведение сил и моментов сил.

Приведение сил и моментов для построения динамической модели рассмотрим на примере механической системы представленной на рис.18а. Механическая система состоит из электродвигателя, на вал которого насажено зубчатое колесо 1 одноступенчатого редуктора. К ведомому колесу 2 редуктора закреплен кривошип АВ исполнительного кривошипно-ползунного  механизма. К системе приложены сила полезного сопротивления F, вес шатуна G и момент пары сил М (от устройств предназначенных для выборки зазора).
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Рис.17. Механическая система и звено приведения.
Действие других сил и моментов не рассматривается с тем, чтобы не усложнять задачу.

В данном случае начальное звено совершает вращательное движение, поэтому в результате приведения всех силовых факторов определяется приведенный момент Mr. При чем предварительно осуществим приведение всех сил и моментов, приложенных к системе по отдельности, а затем определим Mr. Приведем силу F , определив приведенный момент
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Здесь
[image: image248.wmf]C

ds

- элементарное перемещение точки С, обусловленное элементарным перемещением начального звена 1 на величину 
[image: image249.wmf]1

j

d

. 
Из равенства (4.4) с учетом того, что 
[image: image250.wmf]r

d

d

j

j

=

1

, определим 
[image: image251.wmf]r

F

M


                         
[image: image252.wmf]r

F

M

=
[image: image253.wmf])

,

(

)

,

(

)

,

(

1

1

1

C

C

C

C

C

C

s

d

F

Cos

v

F

s

d

F

Cos

dt

d

dt

ds

F

s

d

F

Cos

d

ds

F

r

r

r

r

r

r

w

j

j

=

=

,

т.к. угол 
[image: image254.wmf])

,

(

)

,

(

C

C

v

d

F

s

d

F

r

r

r

v

Ð

=

Ð

, то


[image: image255.wmf]r

F

M

=
[image: image256.wmf])

,

(

1

C

C

v

d

F

Cos

v

F

v

r

w

                                                          (4.5)
Аналогичным образом определяются приведенный момент 
[image: image257.wmf]r

G

M

от действия силы G и приведенный момент 
[image: image258.wmf]r

М

M

от действия пары сил М

[image: image259.wmf]r

G

M

=
[image: image260.wmf])

,

(

1

K

K

v

d

G

Cos

v

G

v

r

w

,                                                          (4.6)


[image: image261.wmf]r

M

M

=
[image: image262.wmf]1

2

w

w

M

-

.                                                                      (4.7)
В равенстве (4.7) принят знак (-), так как момент М направлен противоположно направлению вращения звена 2.
В соответствии с условием формирования динамической модели приведенный момент Mr  определяется как алгебраическая сумма приведенных моментов полученных в результате приведения всех силовых факторов (4.5-4.7), т.е.

Mr=
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4.5. Приведение масс  и моментов инерции.
Для приведения масс и моментов инерции используем приведенную ранее механическую систему (рис.18, а). Пусть заданны m3, m4 - массы звеньев 3 и 4; моменты инерции J3Z звена 3 относительно оси проходящей через центр масс К (перпендикулярно плоскости чертежа); моменты инерции звеньев 1, 2 (зубчатое колесо с кривошипом) относительно осей вращения, проходящих через центры масс – J1Z, J2Z. Выше (п.4.4) сформулированы условия для определения приведенного момента инерции.
Кинетическая энергия механизма равна сумме кинетических энергии всех звеньев 
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Кинетическая энергия звена приведения равна
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Согласно условия формирования динамической модели Tr = TM. Исходя из этого, используя равенства (4.3), (4.9) и (4.10) получим выражение для приведенного момента сил инерции в виде
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4.6. Динамическая модель механизмов и приводов.
После того, как определены приведенный момент пар сил  и приведенный момент инерции можно записать уравнение движения звена приведения  (рис.18,а) в энергетической или дифференциальной форме. Уравнение в энергетической форме для звена приведения, совершающего вращательное движение, получим в виде 
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Здесь 
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- начальные значения соответственно приведенного момента инерции, угловой скорости и угла поворота начального звена или звена приведения. Из равенства (4.12) получается  уравнение движения или динамическая модель механизма 
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Чтобы получить уравнение движения в дифференциальной форме продифференцируем уравнение (4.12) по обобщенной координате :
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Если принять во внимание, что переменными в левой части уравнения (4.1) являются как угловая скорость, таки и приведенный момент инерции, то определив производную получим
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Уравнение (4.15) представляет динамическую модель механизма в дифференциальной форме.

Приведенный метод удобно применять для плоских механизмов, так как для пространственных механизмов усложняется выражение кинетической энергии (4.9). Наиболее удобная модель получается с применением уравнения Лагранжа 2-го рода. Построение такой модели будет рассматриваться в курсе «Моделирование систем».

Как известно (п.1.1) приводы представляют системы включающие двигатель. По этой причине при составлении динамической модели привода, в динамическую модель механической системы включают, массово-инерционные и силовые характеристики движущихся частей двигателя, передаточного механизма и исполнительного механизма. Например, для электродвигателя с вращающимся ротором в уравнение (4.11) дополнительно включается момент инерции ротора.  Так же в уравнение (4.8) дополнительно включаются движущий (электромагнитный) момент электродвигателя. В общем случае динамическая модель привода представляет математическое описание механической части, преобразователя энергии и системы управления. Подробно динамическая модель привода рассматривается в курсах «Теория управления», «Мехатронные приводы».
Основная литература:  [1] стр. 126-140; [ 3] стр.225-237; 
Дополнительная литература:[1] стр.334-336.
Контрольные вопросы: 
1. В чем заключается прямая и обратная задача динамики;

2. Какие основные методы используются для решения задач динамики;

3. Как классифицируются силы действующие на механизмы;

4. Покажите силы реакции в поступательной КП пространственного механизма;

5. Покажите силы во вращательной  КП пространственного механизма;

6. Каковы критерии подобия механизма и модели;

7. Какие силовые и инерционно-массовые характеристики имеет звено приведения при линейной величине обобщенной координаты;
8. Какие силовые и инерционно-массовые характеристики имеет звено приведения при угловой величине обобщенной координаты;

9. Из каких условий определяется приведенный момент инерции или приведенная масса;
10. Из каких условий определяется приведенный момент сил  или приведенная сила;

11. Покажите пример приведения силы;

12. Покажите пример приведения момента пары сил;

13. Вычислите приведенный момент инерции простейшего механизма;

14. Получите динамическую модель механизма в энергетической форме;

15. Получите динамическую модель механизма в дифференциальной форме;

16. В чем особенность динамического моделирования управляемого привода.

Тема лекции 5.  Силы инерции и моменты от сил инерцию Силовой анализ механизмов приборов и манипуляторов.

5.1. Силы инерции и моменты от сил инерции.

Как отмечалось в п.4.2, при силовом анализе с применением принципа Д’Аламбера, известного из курса Механики, дополнительно к внешним и силам реакции к каждому i -звену в центре масс (s) прикладывается главный вектор сил инерции 
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где 
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- ускорение центра масс i –звена.
Из курса Механики известно, что при пространственном движении кинетический момент звена 
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где Ji – тензор инерции i –звена в центре масс.
Если выбрать локальную систему координат с началом  центр масс звена, то тензор инерции может быть описан следующей матрицей
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Здесь Jx, Jy, Jz – осевые моменты инерции относительно осей SX,SY,SZ, Jxy,= Jyx, Jzx= Jxz, Jyz= Jzy - центробежные моменты инерции. Причем если рассматривать звено как совокупность точек с массами mk, координаты которых равны xk, yk , zk относительно системы координат с началом в центре масс, то
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Главный момент сил инерции относительно центра масс определяется согласно теореме об изменении кинетического момента относительно подвижного центра масс, действительно
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где 
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 - обозначает относительную или локальную производную от кинетического момента.

Подставив в равенство (5.4) выражение для кинетического момента из (5.2) получим главный момент сил инерции относительно центра масс
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где 
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- угловое ускорение i –звена.
Выражения для главного вектора сил инерции 
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, а также главного момента сил инерции 
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упрощается для звеньев плоских механизмов. В этом случае отсутствует проекция главного вектора сил на ось SZ перпендикулярную плоскости, в которой происходит движение. Главный момент инерции равен
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где Jsz – осевой момент инерции относительно оси SZ.

5.2. Силовой анализ механизмов приборов и манипуляторов.
При силовом анализе заданными являются законы изменения обобщенных координат, а следовательно все кинематические характеристики механизма. При этом кинематические характеристики устанавливаются,  начиная от начального звена (звеньев). Предполагается, что заданы внешние силовые факторы и законы их изменения. Кроме того, считаются заданными инерционно-массовые характеристики звеньев механизма.

В результате силового анализа определяются:

· реакции в кинематических парах;
· обобщенные движущие силы или усилия, передаваемые от привода к начальному звену механизма.
Следует отметить, что знание сил реакций в КП необходимо для расчета звеньев механизма на прочность  в целях выбора или проверки  геометрических размеров исходя из условия прочности. Выяснение сил реакций необходимо для выбора и расчета подшипников; для расчетов на жесткость, вибростойкость, износоустойчивость.
Значение обобщенных сил позволяют вычислить мощность необходимую для осуществления заданного движения, в результате чего можно по мощности выбрать двигатель.

Силовой расчет выполняется с учетом ускоренного движения звеньев, так как в современных быстроходных машинах велико значение ускорения. Влияние ускоренного движения учитывается введением сил инерции.
Для решения задачи силового анализа применяется метод кинетостатики основанный на принципе Д’Аламабера.  Согласно  этого принципа в каждый момент времени геометрическая сумма внешних сил- 
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Также в каждый момент времени геометрическая сумма главных моментов активных сил
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 EMBED Equation.3  [image: image300.wmf] и моментов от сил инерции 
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Уравнения (5.7-5.8) называются уравнениями кинетостатики, так эти уравнения подобны уравнениям статики. Для механизмов с идеальными связями (без учета сил трения) уравнения кинетостатики представляют систему шести (для пространственных) и трех (для плоских механизмов)  линейных алгебраических уравнений, которые обычно имеют единственное решение. Силовой расчет механизмов обычно начинают с ведомого звена или выходного звена манипулятора. При этом расчет производиться как для отдельных звеньев, так и для статически определимых групп, т.е. для совокупности звеньев,  в которых число неизвестных силовых факторов равно числу уравнений кинетостатики, т.е. для пространственных групп число неизвестных сил и моментов не должно превосходить шести, а для плоских механизмов – трех.
5.4. Уравнения динамики Ньютона - Эйлера в матричной форме.

Как указывалось выше в настоящее время, в связи с возможностями компьютерного вычисления и моделирования наиболее удобным для решения задач механики являются аналитические методы, которые обладают свойствами универсальности и алгоритмизации для последующих вычислений и моделирования. Основанные на матричном описании сложной механической системы зависимости для кинематических параметров (3.3-3.5) дают возможность применения матричных методов для дальнейшего решения задач динамики. При этом наиболее эффективным в вычислительном плане является способ описания динамики с помощью уравнений Ньютона-Эйлера. Вывод этих уравнений основывается на принципе Д’Аламбера. 

На рис.19  представлена расчетная схема, положение точек  Oi-1,Oi, являющихся началом систем координат, связанных соответственно с i-1,i звеньями, относительно неподвижной системы координат определяется радиус-векторами 

. Радиус-вектор 

 определяет  положение Si - центра масс i-го звена в базовой системе отсчета. Вектора  
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 характеризуют соответственно положение начала i- ой системы координат относительно i-1 -ой, а также положение центра масс Si относительно i-1 и i-ой cистем координат соответственно. В точке Оi-1 приложена сила реакции 
[image: image306.wmf]i

F



 EMBED Equation.2  
от действия i-1-го звена на i-е звено. Через 
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обозначен главный вектор действующих на i-ое звено моментов от сил реакций i-1 звена. 
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Рис. 19. Расчетная схема 

В центре масс Si приложена тяжести 
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Согласно закона Ньютона, в соответствии с теоремой о движении центра масс для i-го звена следует, что
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где mi, asi- соответственно масса и ускорение центра масс i-го звена. 

 Согласно теореме Эйлера об изменении кинетического момента относительно неподвижной точки Si , записанной для i-го звена, выполняется следующее векторное равенство 
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Здесь Ii – матрица инерции i-го тела в точке Si в базовой системе координат. Эта матрица подобно внешне на тензор инерции (5.3), однако в выражения (5.3,а) входят  координаты массы mk в базовой системе координат.
       Выражение (5.10) может быть представлено в рекуррентной форме в виде
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Равенства (5.11) позволяют вычислить последовательно, начиная от последнего звена, силы и моменты 
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, полученных в результате расчетов на предыдущем этапе. Как указывалось силовой расчет начинают с расчета последнего звена, принимая в этом случае 
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 EMBED Equation.2  
 равными  нагрузкам, действующим извне. 

Однако если следовать приведенной методике кинетостатического расчета, то возникают определенные трудности, связанные, прежде всего, с тем, что равенства (5.11) требуют проведения громоздких расчетов. Действительно, имеющиеся в (5.11) значения элементов матрицы инерции Ii, при изменении положения i-го звена относительно неподвижной системы отсчета, изменяются. Это требует проведения дополнительных вычислений элементов тензора инерции Ii при каждом изменений положения звена. По этой причине в дальнейшем величины, входящие в равенства (5.11), выражаются через их значения в локальной системе координат, связанной с i-м звеном. 
5.5. Рекуррентные уравнения в локальной системе отсчета.

Аналогично тому, как кинематические параметры были получены в системе координат звена (п.3.3.), рекуррентные зависимости (5.11) могут быть также представлены в локальной системе координат звена. Так, используя подматрицу 
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 (3.20), можно на основании (5.11) получить рекуррентные зависимости для силового анализа, записанные в локальной системе координат, связанной с i-м звеном, в виде
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Здесь (
[image: image325.wmf]i
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) - матрица-столбец, составленный из координат центр масс i-го звена в i-ой системе координат. Компоненты этой матрицы не зависят от текущей конфигурации механизма. 

          Вектор-столбец, составленный из координат начала i-1 системы, относительно i-ой системы координат  определяется следующим образом
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Элементы этой матрицы также являются постоянными и вводятся на этапе выбора систем координат. Для упрощения вычисления существенно то, что в матричном равенстве (5.12) выражение (
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где компонентами тензора инерции являются постоянные осевые и центробежные моменты инерций относительно осей, проходящих через центр масс i-го звена параллельно одноименным осям i-ой системы координат (5.3).

Одной из задач является определение обобщенной силы, необходимой для осуществления движения i-го звена по отношению к i-1 -му звену. Это движение обеспечивается с помощью приводов. При этом если i-ая кинематическая пара вращательная, то момент, создаваемый приводом равен
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В том случае, когда i-ая кинематическая пара поступательная, усилие  привода равно
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В этих формулах  
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 bi - коэффициент вязкого трения в кинематическом соединении.

Таким образом, в данном случае  получен алгоритм силового анализа пространственной механической системы по рекуррентным формулам в локальной системе координат, связанной со звеном. Рекуррентные зависимости могут быть использованы при различных способах математического описания взаимного соединения двух тел.  По результатам расчетов вычисляются усилия, обеспечиваемые приводами, а также силы и моменты сил реакций в кинематических парах. 

Эффективность того или иного алгоритма во многом определяется  быстродействием  вычислений. В этой связи следует отметить, что машинное время на расчеты с помощью уравнений Ньютона-Эйлера затрачивается на два порядка меньше, чем при вычислениях с помощью уравнений Лагранжа 2-го рода.
Основная литература:  [3] стр. 249-251; [ 1] стр.171-178; [6] стр.333-351.
Дополнительная литература:[8] стр.275-287; [9] стр.129-143.
Контрольные вопросы: 
1. В чем заключается задача силового анализа;

2. Для чего определяются силы реакции в КП;

3. Как определяется главный вектор сил инерции;

4. Как определяется главный момент сил инерции;

5. Запишите уравнения кинетостатики;

6. Сколько неизвестных силовых факторов определяются с помощью уравнении кинетостатики для плоского механизма;

7. Сколько неизвестных силовых факторов определяются с помощью уравнении кинетостатики для плоского механизма;

8. Дайте определение тензора инерции в центре масс;
9. В какой последовательности производится силовой анализ механизма;

10. В чем особенность уравнений Ньютона-Эйлера в матричной форме;

11. Почему необходимо записать уравнения Ньютона-Эйлера в локальной  системе отсчета;

12. Чем отличается матрица инерции от тензора инерции.
Тема лекции 6.  Виды уравновешенности. Виброактивность и виброзащита машин.
6.1. Виды уравновешенности
Динамические нагрузки, возникающие при ускоренном движении звеньев механизма, являются источниками вибрации, шумов, дополнительных нагрузок на звенья и опоры и других нежелательных явлений. Поэтому при проектировании механизма ставится задача уравновешивания сил инерции звеньев, которая заключается  в рациональном подборе масс звеньев механизма исключающем вредные динамические нагрузки. При этом решаются  2 задачи: уравновешивание динамических нагрузок на фундамент и уравновешивание динамических нагрузок на стойки в КП связывающем основание с ускоренно движущимся звеном. 

При ускоренном движении механической системы к каждой k точке    с массой mk приложена сила инерции 
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где 
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- проекции ускорения k точки на выбранные оси координат с началом в точке О.
При приведении методом Пуансо к точке О каждой силы инерции, образуется пара сил с моментом равным
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Главный момент  сил инерции определится как геометрическая сумма всех моментов пар сил 
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В (6.3) выразив  векторы  
[image: image340.wmf]k

r

r

 и  
[image: image341.wmf]k

a

r

 через их проекции на оси координат, получим равенства для главных моментов сил инерции относительно осей координат в виде
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В большинстве случае действие внешних сил на фундамент и на стойки оказываются не столь значительными как действие динамических нагрузок обусловленных ускоренным движением звеньев. Особенно существенно влияние динамических нагрузок в быстроходных машинах и приборах с быстро вращающимися  звеньями, например,  в гироскопических приборах. В этих случаях силы инерции и моменты от сил инерции могут обычно на несколько порядков превосходить внешние силовые факторы. Для того, чтобы уравновесить механизм необходимо, добиться такого расположения масс и осей вращения КП, чтобы выполнялись следующие условия: главный вектор сил инерции и главный момент сил инерции равнялся нулю
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При этом, если выполняется условие (6.5), то считается, что механизм или прибор статически уравновешены. Для выполнение условия (6.5) необходимо, чтобы центр масс механизма был неподвижен, т.е. 
xS = const, yS = const , zS = const.                                                                       (6.7)
Выражение (6.6) является условием моментного (динамического) уравновешивания. Условие (6.6) выполняется в том случае, когда центробежные моменты сил инерции являются постоянными величинами

Ixz = const, Iyz = const, Ixy = const                                                                    (6.8)

 И, наконец, полное уравновешивание возможно лишь при выполнении обеих условий (6.5),(6.6) или (6.7), (6.8).
В настоящее время скорости непрерывно растут, например скорости вращения вала электродвигателей достигает свыше 10000 об/мин, гироскопических приборов – свыше 40000 об/мин. При уравновешивании вращающихся тел эти тела принято называть ротором, а процесс уравновешивания - балансировкой. На практике задачи балансировки роторов возникают чаще и решаются как аналитически, так и экспериментально. Чтобы получить условия уравновешенности ротора рассмотрим простейший пример (рис.20). Ротор вращается вокруг оси Х с постоянной угловой скоростью . Центр масс S ротора не распложен на оси вращения. К каждой элементарной массе mk приложена только центробежная сила инерции 
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Теперь выберем оси координат так, чтобы центр масс S  располагался плоскости OZY. Силу инерции 
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 с тем, чтобы наглядно получить выражение для момента от силы инерции
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, каждая из этих сил создает моменты соответственно относительно осей OY, OZ  равные
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Суммарный момент 
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определяется как гипотенуза прямоугольного треугольника (рис.20)
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Это момент составляет с осью OZ угол . Как это следует из рисунка, момент 
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. Рассматриваемый ротор состоит из конечного множества элементарных масс mk, удаленных на расстояние 
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Из механики известно, что вектор 
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называемый статическим моментом равен произведению массы ротора m на радиус вектор центра масс относительно начала координат, поэтому выражение (6.11) может быть переписано в виде
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Главный момент сил инерции относительно оси лежащей в плоскости OZY и проходящей через точку О 
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здесь вектор 
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 называется центробежным моментом  инерции относительно оси OX и плоскости OZY.  Выражение для главного момента сил инерции может быть представлено в виде
                                                                    
[image: image368.wmf]lr

I

I

M

r

r

2

w

=

.                                                                     (6.14)
Из  равенств (6.12) и (6.14) следует, что для выполнения  условий уравновешенности (6.5),(6.6) для ротора  необходимо выполнение следующих условий
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Отсюда можно сделать вывод, что для выполнения условия (6.17) необходимо, чтобы центр масс системы располагался на оси вращения, при этом  
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. Условие (6.16) будет выполняться лишь при 
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. Из механики известно, что центробежный момент инерции равен нулю для главных осей инерции. Следовательно, для выполнения условия (6.16) необходимо, чтобы ось вращения совпадала с одной из главных осей инерции.
Тело считается статически уравновешенным, если выполняется условие (6.15), но не выполняется условие (6.16).

Тело считается моментно  уравновешенным, если выполняется условие (6.16) , а условие (6.15) не выполняется.

И, наконец, тело будет полностью (динамически) уравновешенным, когда выполняются оба условия (6.15) и (6.16). Это возможно при совпадении оси вращения с одной из центральных главных  осей инерции.
Мерой статической неуравновешенности или статического дисбаланса ротора служит величина 
[image: image373.wmf]S

С

r

m

r

=

D

,                                                                            (6.17)

где rS – смещение центра масс от оси вращения.
Мерой динамической неуравновешенности или динамического дисбаланса ротора служит величина  
[image: image374.wmf]lr
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здесь вес материальной точки Gk = mkg.
Если тело неуравновешенно, то для его уравновешивания прикрепляются специальные массы, называемые противовесами или же удаляют некоторую массу с той стороны, на которую смещен центр масс.
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Рис.20. Ротор
6.2.Статическое уравновешивание.

Рассмотрим приемы статического уравновешивания  ротора, для которого условие (6.15) не выполняется, а условие (6.16) выполнено. Примерами таких тел вращения являются обычно шкивы, маховики, диски. Как показано на рис.21, центр масс ротора смещен по отношению к оси вращения на величину rS.
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Рис.21. Статическое уравновешивание ротора
Наиболее простым приемом уравновешивания такого ротора является размещение противовеса массой mP на линии проходящей через центр масс, но с противоположной стороны от оси вращения. 

Массу противовеса определяют из равенства статических моментов        mPrP = mrS, отсюда
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Для уменьшения дополнительной массы mP, как это следует из равенства (6.19) размещают эту массу подальше от оси вращения. Сила инерции противовеса при этом окажется равной, но противоположной силе инерции массы тела. В результате главный вектор сил инерции будет равен нулю. В некоторых случаях, когда имеются ограничения по массе конструкции, можно  убрать массу mP на той же стороне от оси вращения, на которой расположен центр масс (рис.21). Это действие приведет к тому, что центр масс системы расположится на оси вращения при этом 
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и тем самым будет выполнено условие статического уравновешивания (6.15).
Иногда из конструктивных соображений и при полной балансировке, вместо одного противовеса статическое уравновешивание реализуют с помощью двух масс расположенных в плоскостях исправления I, II. В этом случае для определения масс противовесов составляется система из 2-х уравнений, которые следуют из равенства статических моментов и равенства центробежных моментов инерции (последнее необходимо для того, чтобы не нарушилось динамическое уравновешивание)
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Отсюда определяются массы противовесов для статического уравновешивания
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На практике, для существующего тела определить статическую неуравновешенность не представляет особого труда. Для этого ротору дают возможность вращаться. При этом несбалансированный  ротор всегда останавливается так, чтобы центр масс был в самом нижнем положении. Если же ротор сбалансирован, то он после приведения в движение останавливается в любом положении.
6.3. Полное уравновешивание.

Полное уравновешивание рассмотрим на примере ротора с тремя неуравновешенными массами m1,m2,m3, который  вращается вокруг оси АВ (рис.22) с постоянной угловой скоростью . Выбираем две плоскости исправления I и II. В точке пересечения плоскости I  с осью вала расположим начало  системы координат OXYZ. Неуравновешенные массы создают лишь центробежные силы инерции 
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, направленные от оси вращения (рис. 22). Эти массы расположены в плоскости параллельной плоскости OYZ, причем их координатами являются  известные радиусы - векторы 
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, которые определены модулями и направлениями векторов 
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Рис.22. Расчетная схема для полного уравновешивания ротора
Вначале осуществим статическое уравновешивание. Согласно условия (6.15) имеем
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Это равенство может быть записано в проекциях на ось OY и OZ в виде
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Из конструктивных соображений выбирается как можно большее значения модуля вектора 
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, затем из системы уравнений (6.22) определяется искомое значение массы противовеса mC и его положение, определяемое углом 
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. Таким образом, осуществлено статическое уравновешивание. 
Теперь перейдем к моментному уравновешиванию, применяя условие (6.16). В данном случае задача упрощена тем, что массы расположены в параллельных плоскостях, перпендикулярных оси OX, причем положение плоскостей определяется координатами x1,x2,x3,xC. Моменты сил инерции перпендикулярны плоскостям проходящим через ось вращения и соответствующие радиусы векторы, т.е. направления моментов инерций определяются направлением радиусов- векторов 
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Это уравнение можно представить  в виде системы алгебраических уравнений подобных (6.22), из которых определяется масса противовеса для моментного уравновешивания mD и угол C  - угловая координата место расположения этой массы в плоскостях I и II.  Следует отметить, что массы  mD располагают в плоскостях I и II по разные стороны от оси вращения с тем, чтобы не нарушить статическое равновесие. В результате статического и моментного уравновешивания достигнуто полное уравновешивание заданных неуравновешенных масс m1,m2,m3. Расположенные в плоскости II массы mC, mD вызывают силы инерции 
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 сходящиеся в одной точке. Поэтому эти силы можно заменить одной результирующей силой 
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определяемой по правилу параллелограмма.

[image: image396.wmf]I

D

I

C

I

R

P

P

P

v

v

v

+

=

 .                                                                  (6.24)

Следовательно массы mC, mD можно заменить массой 
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Здесь rR – расстояние от  оси вращений до точки расположения противовеса 
[image: image398.wmf]R
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, которое выбирается из конструктивных соображений так, чтобы масса располагалась как можно дальше от оси вращения (тогда значение массы будет меньше).

В результате расчетов достигнуто полное уравновешивание ротора двумя массами mC, mR, расположенными в двух плоскостях исправления. 

6.4.Силовой расчет и уравновешивание механизмов приборов с низшими парами.
На практике часто встречаются пространственные механизмы, в которых звенья совершают движения, оставаясь в одной плоскости или в параллельных плоскостях. Такие механизмы представляют в виде моделей представляющих плоские механизмы. К примеру, на рис.23 приведен пример пространственного рычажного 4-х звенника. Все центры масс этого механизма движутся в одной плоскости, перпендикулярной осям вращательных пар. 
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Рис.23. Пространственный рычажный 4-х звенник
Поэтому плоский  механизм приведенный на рис.24 является адекватной моделью данного механизма. Поэтому задачу уравновешивания этого пространственного 4-х звенного механизма удобно рассмотреть на примере плоского механизма.
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Рис.24. Плоский 4-х звенный рычажный механизм
Задача состоит в том, чтобы используя метод заменяющих точек, осуществить статическое уравновешивание на примере данного 4- х звенного механизма. Используя методы силового анализа, определим главный вектор сил инерции. Для статически неуравновешенного механизма главный вектор сил инерции не равен нулю. Следовательно, центр масс системы имеет ускорение, которые вызывают динамические нагрузки на опоры и на фундамент. Задача статического уравновешивания сводится к тому, чтобы добиться такого распределения масс, при котором в любом положении механизма центр масс его оставался неподвижным. 

Метод заменяющих масс основан на том, что распределенную массу любого тела (рис.25) , совершающего плоское движение можно представить в виде , например, двух сосредоточенных масс сосредоточенных в точках А и В.

[image: image401.emf]A

B S


Рис.25. Модель плоского тела

При этом сосредоточенные в точках А и В массы mA, mB определяются из уравнений

mA+mB=m;  mAlAS=mBlBS .                                                           (6.26)
Если первое равенство подтверждает, что масса тела не меняется, то второе равенство означает, что статический момент всех заменяющих масс относительно центра масс S равен нулю. Теперь мы каждое звено плоского механизма заменим массам  сосредоточенными в заданных 2-х точках (рис.26). Так, массу звена 1 - m1 представим в виде двух масс m1A, m1B, сосредоточенных соответственно в точках А и В. Значения m1A, m1B определяются равенствами подобными (6.26). Аналогично масса m2 звена может быть заменена сосредоточенными в точках В и С массами  m2В, m2С. Масса m3 также может быть заменена массами m3С и m3D. В результате в оказалось, что в точке А  4-х звенного  механизм сосредоточена масса m1A , в точке В сосредоточена масса m1B+ m2В, в точке С- масса m2С+ m3С, а в точкеD –масса m3D.
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Рис.26. Схема замены сосредоточенными  массами
 Следующий шаг в статическом уравновешивании заключается в том, что к звену 1 и 3 дополнительно прикрепляются корректирующие массы (противовесы) m1k и m2k.
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Рис.27. Размещение противовесов
Массы противовесов, а также места их размещения определяются с помощью уравнений (6.26).Задача состоит в том, чтобы при этом центры масса звеньев 1 и 3 с противовесами расположить в неподвижных точках А и D.  Места размещения противовесов задаются, т.е. величины AE  и DF известны. Тогда массы противовесов находятся из равенства статических моментов, тогда
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Массы звеньев 1 и 3 с противовесами равны
                     m1A+ m1B+ m2В+ m1k=mI;            m3D+ m2С+ m3С+ m2k=mII.                                     (6.27)
Эти массы будут сосредоточены в неподвижных точках точках  А и D. Центр масса всей системы массой, равной сумме масс mI и mII будет располагаться между точками А и D и не будет менять своего положения, так как положение масс mI и mII в момент движения механизма не изменяется. В результате размещения двух противовесов получен статически уравновешенный механизм.
6.5. Виброактивность и виброзащита машин.
Понятие  вибрация произошло от латинского слова vibratio означающего колебание. Источниками колебания быстроходных машин являются в основном неуравновешенные динамические нагрузки и другие внешние источники, например вибрационные машины, упругие свойства звеньев и т.д. Из вредных влияний вибрации следует отметить, что знакопеременные нагрузки возникающие при вибрации приводят к механическим повреждениям, нарушениям работы конструкции и разрушению.  Вибрации оказывают вредное воздействие на окружающую среду и людей находящихся вблизи источников вибрации. Важным свойством изделий, определяющим его конкурентоспособность, является бесшумность функционирования. Причиной шума является вибрация создающая виброакустическое поле. Поэтому создание эффективных методов и средств защиты от вибрации является важной экономической и социальной задачей. Причиной виброактивности является кинематические и силовые воздействия. Вибрационные воздействия делятся на стационарные, нестационарные и случайные. К простейшему виду стационарного вибрационного воздействия относятся  процессы, изменяющиеся по гармоническому закону, например
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где X0 – амплитуда; 
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- частота; 
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- начальная фаза; t-время. 

Вибрационные воздействия в современной технике обычно бывает вызвано большим числом независимых источников вибрации, поэтому представляю в аналитической форме в виде бесконечного числа гармонических компонент (гармоник) вида (6.28) т.е. полигармонической функцией вида
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где Х0 – постоянная компонента. Второе слагаемое представляет сумму гармоник с амплитудами Xk, начальными фазами 
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. Частоты всех гармоник кратны основной частоте 
[image: image410.wmf]1

w

.

Нестационарные вибрационные воздействия возбуждаются переходными процессами, происходящими в источниках вибрации. При этом частота и амплитуда оказываются переменными по времени. Важным свойством вибрации является диапазон изменения частоты. Так, например, полигармонические воздействия, превышающие 10 октав (
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) называют широкополосным. Если ширина диапазона изменения частоты мала по сравнению со средней частотой, то такую вибрацию называют узкополосной. От диапазона изменения частот зависит выбор динамической модели.
Случайные вибрационные воздействия не являются предсказуемыми, поэтому их трудно представить в виде функции.

Для снижения влияния вибраций используют различные методы борьбы с вибрацией. С одной стороны при проектировании машины принимают меры для снижения ее виброактивности (уравновешивание и балансировка механизмов), с другой - предусматриваются средства защиты как машины от вибраций, исходящих от других машин (для рассматриваемой машины от среды), так среды и операторов от вибраций данной машины. 

Существующие виброзащитные устройства по методу снижения уровня вибраций делятся на: 

· динамические гасители или антивибраторы, в которых опасные резонансные колебания устраняются изменением соотношения между собственными частотами системы и частотами возмущающих сил; 

· виброизоляторы, в которых за счет их упругих и демпфирующих свойств уменьшается амплитуда колебаний как на резонансных и нерезонансных режимах.

Рассмотрим расчетные модели виброзащитных систем с одной степенью свободы. Расчетная модель состоит из трех основных частей: источника возмущения (S),  обьекта защиты (О) и виброизолирущего устройства (D) (рис. 28). В нашем случае к системе приложена одна возмущающая внешняя сила (F) и рассматривается закон движения по одной координат (x).
При расчетах рассматриваются в основном две модели, когда обьект имеет намного большую массу, чем источник. Считается, что обьект неподвижен. Такая схема используется, когда речь идет о защите зданий, сооружений, корпуса машины и прибора от динамических воздействий машин и механизмов с неуравновешенными массами или частей машин, приборов возбуждающих вибрации.
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Рис.28. Расчетная модель системы
Другая модель представляет систему вида, когда источник имеет большую массу. В этом случае источник оказывает на обьект кинематическое воздействие. Подобная схем используется при расчетах виброизолирующих устройств для приборов или другой чувствительной к вибрациям аппаратуры которые установлены на подвижном, колеблющемся основании.
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Рис.29. Расчетная модель виброзащитной системы
Расчетная модель виброзащитной системы (рис.29) состоит из обьекта (несомого тела) массой m и координатами x, к которой приложена возмущающая сила F. Координата основания 
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используется при кинематическом возмущении. Виброизолятор представлен упругим элементом с жесткостью с и демпфирующим элементом с коэффициентом диссипации b. Собственная частота колебания обьекта определяется по формуле
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Демпфирующие свойства системы характеризуются коэффициентом демпфирования
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Пусть на систему действуют силовое гармоническое возбуждающее воздействие 
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где Fo,  - амплитуда и частота возмущающей силы.
Основная цель защиты состоит в том, чтобы уменьшить амплитуду возмущающей силы R0 или уменьшить амплитуду Х0 вынужденных колебаний. Эти величины определяются из следующих выражений
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Величины n входящие в выражение (6.32) должны быть подобраны так, чтобы обеспечивать минимальные значения Ro, X0.

Из технических систем, обеспечивающих виброзащиту в настоящее время получают распространение активные виброзащитные системы в виде электронных и мехатронных систем. На рис.30 представлена в котором виброзащитные параметры систем поддерживаются с помощью электронной системы.
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Рис.30. Активная виброзащитная система
Система состоит из основания на упругих элементах и массы с возмущающим гармоническим

Воздействием. Электронная система включает 6 функциональных блоков. Перемещение основания фиксируется датчиком перемещения 1. Затем сигнал передается на усилитель 2, блок сравнения 3 и усилители 4 магнитоэлектрических преобразователей 5,6. Последние создают компенсирующие усилия Р на основания. Меняя эти усилия можно изменять виброзащитные свойства системы и ее резонансные параметры.
Основная литература:  [1] стр. 189-206, 248-297; [3] стр.345-352.
Дополнительная литература:[8] стр.287-312. [9] 

Контрольные вопросы: 
1. В чем заключаются задачи уравновешивания;

2. Какие условия должны выполняться для уравновешивания машин;

3. Меры статического и моментного дисбаланса;

4. Получите условие  для статической балансировки ротора;

5. Какой вид имеют условия моментного уравновешивания ротора;
6. Сколько противовесов необходимо для полного уравновешивания ротора  и как они должны располагаться;

7. В чем заключается метод заменящих масс при уравновешивании механизмов;

8. Как статически уравновесить приведенный к одной плоскости рычажный 4-х звенный механизм;

9. Как подразделяются  вибрационные воздействия;

10. Какие существуют группы виброзащитных устройства;

11. Постройте расчетную модель виброзащитного устройства;

12. Как параметры необходимо снизить при проектировании виброзащитной системы;

13. В чем заключается принцип действия активной виброзащитной системы.

.
Тема лекции 7. Основы расчета на прочность и жесткость элементов конструкций механизмов приборов
Задачи и методы сопротивления материалов
При проектировании механической части  приборов обычно необходимо подобрать наименьшие геометрические размеры и материалы деталей узлов и их конструкции, которые позволяли выполнять прибору или механизму их  функциональные назначения в течении длительного  срока. На все реальные конструкции действуют различные усилия и в этих условиях они  не должны  менять свою форму и размеры, т.е.  не должны деформироваться, а также не должны разрушаться в следствии внутренних усилий.  Сопротивления материалов (СМ) является разделом механики деформируемых тел в которых рассматриваются наиболее упрощенные модели и методы с помощью которых осуществляется  оценка прочности, жесткости и устойчивости конструкции.

Выше рассматривались механизмы, манипуляторы с твердыми звеньями. В СМ учитывается  то, что при действии внешних сил в материалах конструкции появляются внутренние силовые факторы, которые приводят к деформации тел, т.е.  изменению их формы и размеров. Внутренние силовые факторы могут привести в конце концов к разрушению, а именно к нарушению прочности  конструкции.  

Основной целью специалиста использующего аппарат СМ является подбор размеров, формы  материала деталей конструкции, так чтобы функции механизмов, машина и прибора не нарушались, и они могли выработать заданный ресурс времени. При этом в качестве критерия выступают требования надежности и безопасности конструкции, снижение его массы и стоимости, улучшение дизайна и т.д.
В СМ используют ряд моделей упрощающих решение задачи дающих возможность получить результаты близкие к реальному.

Модель материала в расчетных схемах детали представляются в виде однородной сплошной среды. При этом материалом наделен такими свойствами как упругость, т.е тело обладает свойством восстанавливать свою форму после снятия нагрузки.

Модель формы  представляет упрощение геометрии детали. Так, например, в дальнейшем используются стержни и брусы, поперечные размеры которых малы по сравнению с их длиной.
Модель нагружения  подразделяет  силы, действующие извне на деталь, элементы конструкции на следующие силы: сосредоточенные – действующие на небольшую поверхность; распределенные силы, действующие на участках поверхности соизмеримые с полной поверхностью. Модель нагружения включает и внутренние силы. Однако перед введением внутренних сил остановимся на методе сечения являющемся важным инструментом при решении задач СМ.
Метод сечения заключается в том, что в нужном и или наиболее опасном месте (иногда в произвольном месте) рассматриваемого тела (стержня, балки) мысленно проводится сечение. Затем одну из частей отбрасывают, заменяя действие отброшенной части, на рассматриваемую часть  силами реакции, каковыми в данном случае являются внутренние силы. В качестве примера рассмотрим стержень, к которому с обеих сторон приложены силы Р и стержень (рис.31) находится под действием этих сил в равновесии. Разделим стержень сечением m-n на две части. Отбросим часть 2, действие этой части на часть заменим силой N. Эта сила является результирующей внутренних сил действующих на каждый элемент в сечении. Величина этой силы может быть определена из условия равновесия части 1.
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Рис.31. Метод сечения

В общем случае, если на тело действует пространственная система сил, то  в сечении определяется пространственная система внутренних сил (рис.32). Для того, чтобы систематизировать эти силы в сечении выберем пространственную система координат, направив ось Х вдоль продольной оси стержня перпендикулярно плоскости сечения. Внутренний силовой фактор представляет  совокупность следующих компонент внутренних усилий: N – осевая сила; QZ, QY– поперечные силы, Т=MX – крутящий момент; MY, MZ –изгибающие моменты. Как это следует из названия, каждая из усилий вызывает определенный вид деформации. Различают следующие простые типы деформации: растяжение или сжатие (тросы, колонны); перерезывание (болты, заклепки); кручение (валы); изгиб (балки). В каждом из этих типов деформации возникают определенные внутренние силы.
В некоторых задачах число уравнений равновесия для определения внутренних силовых факторов оказывается меньше числа неизвестных. В этом случае возникает статически неопределимая задача. Эти задачи решаются с использованием условий совместности деформаций.      

 В СМ  задачи решаются в следующей последовательности:

· определяются внешние силы;

· выбирается материал, и устанавливаются по справочной литературе допускаемые напряжения;

· задаются размеры поперечного сечения, и вычисляется величина наибольших действительных напряжений;

· записываются условия прочности, чтобы максимальные напряжения не превосходили соответствующие допускаемые напряжения и проверяются размеры поперечного сечения или определяются эти  размеры.
7.2. Понятие о напряженном и деформированном состоянии.

Усилия, действующие в сечениях на элементарные площадки называются напряжениями. По определению напряжением в некоторой точке К называется следующий предел
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Напряжение характеризуется точкой и площадкой. В плоском сечении рассматриваются одно нормальное и два касательных напряжения. Размерность напряжения [Н/м2] =[Па]. Нормальные 
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и касательные 
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 напряжения связаны с внутренними силовыми факторами. 
[image: image425.wmf]Для тела из заданного материала характерно допустимые значения напряжения -
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 которые обычно устанавливаются опытным путем.
Если в теле выделить объемный элемент (рис.33), то на каждой площадке действует напряжении, так, что напряженное состояние характеризуется  тензором напряжения, представляющим матрицу из 9 элементов. 
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Причем согласно закона парности касательных напряжений составляющие касательных напряжений на 2-х взаимно перпендикулярных площадках, перпендикулярные общему ребру равны по величине и противоположны по направлению. Например, 
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Рис. 32. Компоненты внутренних усилий
Изменение формы или размеров тела называют его деформацией. Какого типа деформация не была, у выделенного в теле параллелепипеде  (рис.33) могут изменяться линейные размеры ребер и углы наклона граней. Линейные размеры могут изменяться в одном направлении, в двух взаимно перпендикулярных и в 3-х взаимно перпендикулярных направлениях. В связи с этим различают линейную, плоскую и обьемную деформацию. 
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Рис.33. Система напряжений в точке.
 Линейная деформация характеризуется абсолютным удлинением 
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и относительной деформацией 
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где l0,lv – линейные размеры до и после деформации.
Относительные деформации в направлении координатных осей можно обозначить 
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. Эти деформации вызваны в основном действием нормальных напряжений.

Угловые деформации в точке  характеризуются углами сдвига  первоначального прямого угла между ребрами, исходящими изданной из данной точки. Угловые деформации вызываются касательными напряжениями. Углы сдвига в координатных плоскостях обозначаются 
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). Деформированное состояние в точке аналогично напряженному состоянию определяются компонентами тензора деформации
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 7.3. Растяжение и сжатие элементов конструкций.

 Растяжением (сжатием называется такой вид деформации,  при  котором  в поперечном сечении стержня  возникает осевая внутренняя сила, вызывающая растяжение (сжатие) элемента конструкции. Для анализа напряженно- деформированного состояния при растяжении (сжатии) вначале определим внутренние силы, применяя метод сечения. При этом условимся считать эту силу положительной, если она растягивает стержень и отрицательной – если сжимает.  На рис.34 представлен брус площадью поперечного сечения F, к которому в некоторой точке М оси на расстоянии x = a приложена сила Р. 
Используя метод сечения,  определяем, что в верхней части балки при 
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, внутренняя сила N=P, что изображено в виде  эпюры (графика изменения) внутренней осевой силы. Используя гипотезу плоских сечений,  предполагаем, что нормальное напряжение во всех точках сечения одинаково. Так как по определению  внутренняя сила  
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Рис.34. Схема растяжения бруса

Опыты показывают, что  при растяжении длина стержня (бруса) увеличивается, а при сжатии уменьшается. Если предполагать, что материал упругий, то в пределах упругости действует закон Гука, что между напряжением и деформацией существует линейная зависимость.
Для растяжения (сжатия) закон Гука имеет вид
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где Е- коэффициент, зависящий от материала и называемый модулем продольной упругости или модулем Юнга. Эта величина характеризует жесткость материала, т.е. его способность сопротивляться деформации и как следует из (7.3) имеет размерность напряжения. Например, для стали 
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 EMBED Equation.3  [image: image445.wmf]5
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Используя равенства 7.1-7.3 можно получить зависимость для полного удлинения (укорочения) стержня в виде
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где l- длина стержня под нагрузкой, в нашем случае l=a.Произведение в знаменателе называют жесткостью стержня при растяжении, сжатии.

При деформации растяжения (сжатия) возникает не только продольная деформация, но и изменяется поперечное сечение. Причем между продольной и поперечной деформацией существует, установленная опытным путем зависимость
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Здесь    
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 соответственно относительная поперечная деформация и коэффициент Пуассона.
Опытным путем установлено, что для стали  
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7.4.Сдвиг и кручение.

Сдвигом называется такой тип деформации, когда в поперечном сечении действует только одна поперечная сила. Эта поперечная сила является внутренней перерезывающей силой и определяется методом сечения. 
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Рис.35. Схема сдвига
Считая, что при сдвиге касательные напряжения распределены равномерно по сечению, имеем  
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 отсюда касательное напряжение при сдвиге
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где Q,F – поперечная перерезывающая сила и площадь среза.

По аналогии с растяжением закон Гука распространяется и на сдвиг в пределах упругости и имеет вид
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здесь G –модуль сдвига или модуль упругости второго рода. 
Из рисунка следует следующая связь между относительной 
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и абсолютной деформацией 
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и равенств 7.6,7.7 можно получить абсолютный сдвиг, который равен 
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Как показано на рис. 35, h – ширина сечения.

Между модулем сдвига и приведенными выше модулями имеется следующая зависимость
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 EMBED Equation.3  [image: image462.wmf])
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Кручением называется тип деформации, при котором в сечении из 6 компонентов внутренних усилий действует только крутящий момент
Т=MX. Величина крутящего момента определяется методом сечения. На рис. 36 показан вал, который находится в равновесии под действием 3-х пар сил М1=200 Нм, М2=500Нм, М3=300Нм . Внизу приведена эпюра крутящих моментов Т в сечениях вала. Наиболее опасным будет сечение 2-2, в котором действует крутящий момент Т2=500Нм.
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Рис.36. Схема нагружения вала моментами
Для того, чтобы определить напряжения и деформации при изгибе рассмотрим вал (рис.37) защемленный с одной стороны, к которому приложена пара сил с моментом М закручивающая вал.
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Рис. З7. Картина деформации вала.

При этом любое сечение, оставаясь плоским, будет поворачиваться на некоторый угол k. При этом образующая внешней цилиндрической поверхности повернется на угол 
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, называемый углом сдвига. Из вала выделен элемент, который позволяет установить следующие соотношения
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Отсюда текущее по радиусу значение относительной деформации 
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Согласно закона Гука при сдвиге (7.7) с учетом 7.11 получим зависимость для касательного напряжения
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 где согласно (7.10) множитель
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 является постоянной величиной. Следовательно, касательное напряжение прямо пропорционально радиусу, т.е. изменяется по линейному закону.

 Согласно определения крутящего момента в сечении, этот момент является результирующим моментов всех касательных сил относительно оси сечения, тогда
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где
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называется полярным моментом инерции и является геометрической характеристикой сечения, зависящей от формы сечения. Данные для 
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где 
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называется полярным моментом сечения.
Из равенства (7.14) следует выражения для максимального касательного напряжения в сечении 
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Из  равенства (7.7) получим дифференциал угла закручивания
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Отсюда угол закручивания вала с постоянным сечением длиной l равен
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Условие прочности при кручении имеет вид
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где значение допускаемого касательного напряжения 
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Условие жесткости вала при кручении определяется как 
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Здесь допустимый угол закручивания часто определяется техническими эксплуатационными требованиями к конструкции.
7.5. Изгиб элементов конструкции.

 
Изгибом называется такой тип деформации, при которой происходит искривление оси прямого бруса или изменение кривизны оси кривого бруса. Изгиб связан с возникновением в поперечных сечениях бруса (стержня) изгибающих моментов. Причем, если из 6 компонент внутренних усилий отличным от нуля будет лишь один изгибающий момент, то такая деформация называется чистым изгибом. Если же в поперечном сечении дополнительно к изгибающему моменту действует поперечная сила, то такой изгиб называется поперечным. Брус, работающий на изгиб, называют балкой. Изгиб называется плоским, если ось балки после деформации остается в той же плоскости изгиба.
По конструктивному оформлению различают следующие опоры; шарнирно-подвижная (рис.38, а), шарнирно-неподвижная (рис.38, b) и неподвижную опору (заделку) (рис.38,c). Для определения  внутренних усилий балка освобождается от связей. При этом опоры заменяются указанными силами реакций и моментом в заделке. Сила реакции А для шарнирно-подвижной опоры направлена перпендикулярно опорной поверхности.
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Рис.38. Опоры и реакции опор
Расчет прочности балок начинают с определения сил реакции, затем, используя метод сечения, определяют изгибающий момент и поперечную силу  на  всех участках балки. При этом в каждом сечении изгибающий момент и поперечная сила равны алгебраической сумме изгибающих моментов и поперечных сил, расположенных только  слева от сечения или только справа. Опасные сечение балки определяется по максимальному значению изгибающего момента или (и)  поперечной силы. Очевидно, что изгибающий момент My уравновешивается суммой моментов сил равных 
[image: image483.wmf]dF

s

, а поперечная сила QZ- суммой сил 
[image: image484.wmf]dF

t

. 

[image: image485.emf]



B

A





y

нейтр. ось

1

1


Рис.39. Элемент балки
Для определения нормального напряжения зависящего только от изгибающего момента рассмотрим случай чистого изгиба. В результате чистого изгиба часть волокон растягивается, а часть сжимается. Волокна, длина которых не изменяется при изгибе, образуют нейтральный слой. На рис. 39 выделен элемент изогнутой балки. Относительное удлинение волокна АВ удаленного на расстояния y от нейтрального слоя определяется соотношением
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Если рассмотреть условие равновесия между компонентами внутренних усилий в сечении и распределенными по сечению силами, то можно составить 6 уравнений равновесия. При этом из уравнения моментов относительно оси Y получим
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Согласно закона Гука и равенства (7.19) имеем 
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Подставив выражение для 
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из (7.21) в (7.20) получим
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где   
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  - осевой момент инерции площади сечения    относительно оси Y.

Если подставить это в (7.21) то получим зависимость для вычисления нормального напряжения в сечении при плоском изгибе
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Максимальное нормальное напряжение определяется по формуле
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где WY - момент сопротивления сечения. 

Основным условием прочности при изгибе является проверка по нормальным напряжениям
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7.6. Перемещения при изгибе
При изгибе, как показано на рис.40. ось балки искривляется, а поперечное сечение перемещается поступательно и поворачивается вокруг нейтральной оси, оставаясь при этом нормальным оси. Деформированная продольная ось балки называют упругой линией, а  поступательное перемещение z=z(x) центров сечения – прогибами. Между прогибами z(x) и углами поворота сечения 
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 существует зависимость, которая следует из построения (рис.40) и записывается в виде
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Определим форму упругой линии, учитывая влияние лишь изгибающего момента, что подтверждается опытными данными. Кривизна упругой лини следует из равенства (7.22)
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В то же время из дифференциальной геометрии известно, что
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Приравнивая правые части этих равенств и учитывая, что второе слагаемое в знаменателе мало по
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Рис.40. Упругая линия балки
 сравнению с единицей, получим приближенное дифференциальное уравнение упругой лини балки


[image: image500.wmf]Y

Y

EJ

M

z

±

=

'

'

.                                                                (7.26)
Выбор знака в равенстве (7.26) определяется направлением оси Z. Если ось направлена вверх, знак 
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совпадают  и ставится знак плюс.

Интегрируя дифференциальное уравнение (7.26), находим углы поворота сечения и прогибы балок.
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Постоянные интегрирования определяются из граничных условий.
Основная литература:  [5] стр. 27- 59, 67-85; 

Контрольные вопросы: 
1. Какие модели используются для упрощения решения задачи в СМ.

2. В чем заключается метод сечения.

3. Что представляют собой внутренние силы и как они выявляются.

4. Какова общая схема расчета на прочность.

5. Дайте определение напряжения.
6. Дайте определение относительной деформации.

7. Какой случай деформирования называется растяжением (сжатием).

8. Что показывает коэффициент Пуансона.

9. Как определяется перемещение сечения при растяжении (сжатии).

10. Напишите соотношение для закона Гука при растяжении.

11. Какой случай деформирования называется сдвигом.

12. Какой случай деформирования называется кручением. 

13. Как определяется напряжение при сдвиге.

14. Как определяется напряжение при кручении.

15. Что называется жесткостью сечения.

16. Какой случай деформирования называется изгибом. 

17. Как определяется нормальное напряжение при изгибе.

18. Выведите дифференциальное уравнение упругой линии.

19. Определите угол поворота и прогиб сечения из дифференциального уравнения упругой линии.
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